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ONSOZ

Say1 teorisi, matematigin en eski, en derin ve belki de en biiyiili
dallarindan biridir. Insanlik, binlerce yildir sayilarin sirlarin1 ¢ézmeye
calismaktadir: bir say1 neden asaldir, neden béliinmez, neden tam kare
degildir, iki asalin toplami neden her zaman cift say1 verir, sonsuz tane asal

gercekten var midir, yoksa bir yerde bitecek midir?

Bu sorularin bazilar1 Pisagor’dan beri, cevaplandirilmay:
beklemektedir. Ama ilging olan sudur: bu sorulara verilen her yanit,
insanligin teknolojiye, giivenlige, iletisime ve hatta sanata bakisini derinden
degistirmistir. Buglin milyarlarca insanin her giin farkinda olmadan
kullandig1 internet bankaciligl, mesajlasma uygulamalari, blockchain, dijital
imzalar gibi hayatimizin vazgecilmezleri arasinda yer alan uygulamalarin
hepsinin temelinde say1 teorisinin sessiz ama giicli sonuglari

bulunmaktadir.

Elinizdeki bu kitap, say1 teorisine giris niteliginde yazilmis iki ciltlik
bir ¢alismanin ilk parcasidir. Amacim, konuyu olabildigince yalin, mantiksal
sirayla ve miimkiin oldugunca ¢ok 6rnekle anlatmaktir. Universite
diizeyinde ilk say1 teorisi dersini alan bir 6grencinin rahatlikla takip
edebilecegi, lise son sinif veya iiniversite hazirlik 6grencilerinden merakl
ortadgretim 6grencilerine kadar genis bir kitlenin faydalanabilecegi bir dil

hedefim olmustur.

Kitapta klasik konulara (béliinebilme, asal sayilar, kongriianslar,
Diophantine denklemler, aritmetigin temel teoremi, vs.) yer verirken, ayni
zamanda O6grencinin sikca sordugu “Peki bu nerede kullanilir?”, “Bunun
ispat1 gercekten gerekli mi?”, “Daha kisa-daha zarif bir yol yok mu?” gibi

sorulara da elimden geldigince yanit vermeye ¢alistim.

Birinci cilt, say1 teorisinin temel yap1 taslarini (iyi siralama,
indliksiyon, boliinebilme kurallary, Euclid algoritmasi, asallik, temel

aritmetik teoremi, basit kongriianslar) olabildigince saglam bir sekilde



yerlestirmeyi amacliyor. Ikinci ciltte ise daha ileri konulara (kuadratik
karsiliklilik, ilkel kokler, Euler’in ¢ fonksiyonu, analitik say1 teorisine giris,

aritmetik fonksiyonlar, bazi a¢ik problemler) gegmeyi planliyorum.

Bu yolculukta yanimda oldugunuz i¢in tesekkiir ederim. Umarim
sayfalari ¢evirirken zaman zaman “Aa, demek boyleymis!” dediginiz, zaman
zaman da kalemi kdgidi alip kendi kiiciik kesiflerinizi yaptiginiz anlar

yasarsiniz.
Bitlis
Subat 2026

Hasan Gokbas



1. BOLUM

BASLANGIC

Say1 teorisi, matematigin en énemli alanlarindandir. Antik ¢aglardan
beri, insan uygarlig1 lizerinde 6nemli bir etkisi olagelmistir. Giiniimiize kadar
bircok kisi, sayilar teorisinin c¢esitli yonlerine katkilarda bulunmustur. Say1
teorisi, Pisagor (MO 569-500), Oklid (MO 350), Eratosthenes (MO 276-196),
Nicomachus (MS 60-120), Diophantus (MS 200-284), Harizmi (MS 780-850),
Pisano (MS 1170-1250), Leibniz (MS 1646-1716), Gauss (MS 1777-1855) ve
Euler (MS 1707-1783) gibi bilim insanlarinin katkilariyla yoluna devam
etmistir. Pisagor teoremiyle, matematikcileri kare sayilar ve kare sayilar
toplamini incelemeye yénlendirmistir. Oklid, asal sayilara dikkat ¢ekmeye
calismis, iki dogal sayinin en biiyiik ortak bdlenini veren algoritmasiyla dogal
sayllarin asal ¢arpanlarina ayrilmasinda rol oynamistir. Eratosthenes, asal
sayllarin secilmesini, asal sayilarin bir sinirinin olmadigin1 goéstermistir.
Nicomachus, asal, miikemmel sayilar gibi sayilarin mistik o6zellikleri
olabilecegini diisiinmiis; sayilarin kiip toplamiyla {iggensel sayilar arasinda
iliski olabilecegine dair calismalarda bulunmustur. Diophantus, ¢éziimi ve
icerigindeki tiim degiskenlerinin tam say1 olacagl denklem c¢alismalari
sunmustur. Sayillamayacak kadar ¢ok matematik¢i sayillamayacak kadar ¢ok

calismalarda bulunarak sayi teorisine katkilar sunmustur.

Say1 teorisi 1, 2, 3, ... dogal sayilariyla basladi. Toplama islemi dogal
sayllarda gecerlilik gosterirken, ¢ikarma islemi dogal sayilarda her zaman
gecerli olmamistir. Buna neden elinde 3 adet nesne olan birinden 4 adet nesne
alinamayacagidir. Dogal sayilarda her zaman gecerli olmayan ¢ikarma
isleminden dolayi -1, -2, -3, ... gibi negatif dogal sayilara ihtiya¢ duyulmustur.
Babil ve Maya uygarliklarinda ortaya ¢iktigina inanilan 0 kavrami, Hint
uygarhiginin aktif kullanimiyla Arap uygarlig: tarafindan bir say1 olarak kabul
gérmiistliir. Bu ii¢ say1 toplulugu bir araya getirilerek tam sayilar olarak
bilinecek yeni bir say1 toplulugu olusturulmustur. Toplama, ¢cikarma ve ¢arpma
islemi yeni say1 toplulugunda gecerli olurken bélme islemi her zaman gegerlilik
gostermemistir. Say1 teorisi ¢alismalari bolme isleminin de her zaman gegerli

olacag, rasyonel sayilar olarak isimlendirilecek yeni say1 topluluguyla, sayilar
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yolculuguna devam etmistir. Karsilasilan sorunlara ¢6ziim bulunarak
glinlimiize kadar devam eden say1 teorisi calismalar1 yeni say1 topluluklariyla

yoluna devam etmektedir.

Matematigin temelini tegkil eden sayilar matematigin; soyut cebir,
saylilar teorisi, soyut mantik, kompleks analiz gibi pek ¢ok alaninda biiyiik bir
Ooneme sahiptir. 0, 1, 2, 3, ... sayilarina dogal sayilar kiimesi denir. Dogal sayilar
ingilizce dogal anlamina gelen “natural” kelimesinden dolay1 N semboliiyle
gosterilir. ..., -3,-2,-1, 0, 1, 2, 3, ... sayilarina tam sayilar, 0, 1, 2, 3, ... sayilarina
negatif olmayan tam sayilar, 1, 2, 3, ... sayilarina pozitif tam sayilar, 0, -1, -2, -3,
... sayllarina pozitif olmayan tam sayilar, -1, -2, -3, ... sayilarina negatif tam
sayllar denir. Tam sayilar almanca sayilar anlamina gelen “zahlen”
kelimesinden dolay1 Z semboliiyle gosterilir. Yine, almanca béliim anlamina

gelen “quotient” kelimesinden dolayi, rasyonel sayilar Q semboliiyle gosterilir.

Tam sayilar kiimesi aksiyomlarla kurulabilir, tam sayilarin aritmetigi
aciklanan aksiyomlarla yapilabilir. Pozitif tam sayilarin kiimesini karakterize
eden aksiyomlar italyan matematik¢i Giuseppe PEANO tarafindan verilmistir.

Peano aksiyomlari olarak da bilinen tam sayilarin asagidaki 6zellikleri vardir:

i. 1 semboliiyle gosterilen bir pozitif tam say1 vardir.
ii.  Her pozitif -n- tam sayisimin -n’- seklinde ardisigi denen bir tek pozitif
tam sayis1 vardir.
iii.  Ardisigi 1 tam sayisi olan hi¢bir pozitif tam say1 yoktur.
iv. Egern’ = m' olacak sekilde n ve m tam sayilari varsan = m olmalidir.
v.  Pozitif tam sayilarin herhangi bir kiimesi 1 sayisini ve bu kiimeye ait
herhangi bir sayinin ardisigini ihtiva ediyorsa bu kiime biitiin pozitif

tam sayilari ihtiva eder.

Iyi Siralama Prensibi
Tamim: Pozitif tam sayilardan olusan, bos olmayan her kiimenin bir en
kiiciik elemani vardir. Bu 6zellige iyi siralama prensibi denir. Z* = {1, 2,3, 4, ...}

kiimesinin bos olmayan her A alt kiimesinin bir en kii¢lik elemani1 vardir.

1 € A olursa ispat tamamdir. 1 € A oldugunu farz edelim. A

kiimesindeki a > b sartini saglayan b sayilarinin kiimesi B olsun. Bu durumda,



B={b:b<a, a €A} olur. 1 € B oldugu asikardir. B kiimesinin tanimindan
b < a oldugundan b + 1 < a olmahdir. (b + 1) € B ise B kiimesi biitiin pozitif
tam sayilari kapsamaktadir. Budurum A = @ oldugu sonucu verecektir. Halbuki
A kiimesi bos kiimeden farkli alinmisti. Dolayisiyla b + 1 < a sartini saglayan

(b + 1) sayis1 A kiimesinin bir en kiiglik elemani olacaktir.

Matematik Indiiksiyon Prensibi
Tanim: A kiimesi pozitif tam sayilarin herhangi bir kiimesi olsun. Eger,
i. 1E€A4,

ii. n € Aoldugunda,

iii. (n+1) € Aoluyorsa A kiimesi biitiin pozitif tam sayilar1 kapsar.

Bu ifadeye matematik indiiksiyon prensibi veya tiimevarim prensibi
denir. Tiimevarim yontemi; olmayana ergi, aksine 6rnek verme, celiski metodu

gibi matematikte 6nemli yeri olan bir ispat metodudur.

Ornek: 3+ 114+ 19+ 27+ -+ (8n—5) =n(4n — 1) esitliginin her

pozitif tam say1 icin dogru oldugunu gosterelim.

Cozim: Yukarida verilen esitligi saglayan pozitif tam sayilar kiimesine A4 ismini

verelim.

i. n=1€ Z%igin3=1-(4-1-1) = 3 esitligi dogru cikmaktadir.
il. m=kigink € Z* oldugunu kabul edelim.
iii. n=(k+1)ic¢in(k+1) € Z* oldugunu gostermeliyiz.

3+114+19+ 27+ -4 (8k —5) = k(4k — 1) oldugunu biliyoruz.

3+11+19+27+-+Bn—-5)+(Bk+3)=(k+1)(4k+1) esitliginin

dogru oldugunu gostermeliyiz.

3+114+19+ 27+ -4 (8k—5) =k(4k — 1) esitligini yukaridaki esitligin

sol kisminda yerine yazalim:
k(4k — 1) + (8k + 3) = (k + 1)(4k + 3) esitligini diizenleyelim:

4k? + 7k + 3 = 4k? + 7k + 3 esitligi elde edilir.



n = (k+1)igin (k + 1) € Z* oldugu goriliir. Timevarim yontemiyle
ornekte verilen esitligin, her pozitif tam say1 tarafindan gerceklendigi

gorilecektir.

Soru: 204+ 21 422423 +...4 271 = 2" — 1 esitliginin her dogal say1 igin

gecerli olacagini gosteriniz.

Not: (Ikinci Tiimevarim Metodu) Her n > a tam sayisi icin bir P(n) énermesi

verilmis olsun.

i. P(a)dogrudur,
ii. ~m > 0bir tam say1 olmak lizere a < k < m sartini saglayan her k tam
sayisl i¢in P (k) onermesinin dogru kabul edilmesi halinde,

iii. P(m) 6nermesi dogrudur,

sartlar1 saglaniyorsa bu takdirde her n > a tam sayisi icin P(n) 6nermesi

dogrudur.

Ornek: (n + 1)! > 2™ esitsizliginin n > 2 her pozitif tam say1 i¢cin dogru

oldugunu gosterelim.

Coziim: Yukarida verilen esitligi saglayan pozitif tam sayilar kiimesine B ismini

verelim.

i. m=2€ Z'icin3! =6 > 22 = 4 esitsizligi dogru ¢ikmaktadir.
ii. n=kicink € Z* oldugunu kabul edelim.
iii. n=(k+1)i¢in(k+1) € Z* oldugunu gostermeliyiz.

(k + 1)! > 2% oldugunu biliyoruz.
(k + 2)! > 2k*1 gsitsizliginin dogru oldugunu géstermeliyiz.

(k+2)!'=(k+2)(k+1)! > 22k =2k esitsizligi (k+ 2) > 2 esitsizligi
yardimiyla elde edilir.

n = (k+1)igin (k+ 1) € Z* oldugu goriliir. Timevarim yontemiyle
ornekte verilen esitsizligin, n > 2 her pozitif tam say1 tarafindan ger¢eklendigi

gorilecektir.



1 n
= — esitliginin her pozitif tam say1
n-(n+1) n+1 S1tig p y

1 1 1

Soru —+—+—+ -+
1-2 2:3 3-4

icin dogru oldugunu gosteriniz.

Soru: Bernoulli Esitsizligi olarak da bilinen, (1+ a)™ = 1 + na esitsizligini

(1 + a) > 0 olmak tizere her pozitif tam sayinin gercekledigini gosteriniz.

n(n+1)

2
Soru: 13+23+33+--+n3= ( ) esitliginin her pozitif tam say1 icin

dogru oldugunu gosteriniz.

Giivercin Deligi Tlkesi

Tanim: n > k olmak iizere k tane kutuya n tane nesne yerlestirilecekse,

iki veya daha fazla nesneyi iceren en az bir kutu olmalhdir.

k adet kutunun higbirinin birden fazla nesnesi olmadigini kabul edelim.
Bu durumda, toplam nesne sayisi k tane olacaktir. n > k varsayimimizla
celisecektir. Dolayisiyla, n tane nesne k tane kutuya yerlestirilecekse, bir kutu

birden fazla nesne icermek zorundadir.
Ornek: 731 kisinin oldugu bir grupta, en az 3 kisinin dogum giinlerinin
ayni olacagini gosterelim.

Coziim: Bir y1lda dogum giinleri sayisinin 365 olmasindan dolay1 en az 3 kisinin

dogum giinii, ayn1 giinde olacaktir.

Soru: 7 beyaz, 5 mavi top icerisinden, ¢ekilen topun kesinlikle mavi olmasi i¢in

en az kag top ¢ekilecegini bulunuz.
Tam sayilarin su 6zellikleri mevcuttur:

i. ab €Zicina+b € Zvea-b € Z(Kapahlk Ozelligi),
ii. ab €Zicina+b=>b+avea b =>b-a (Degisme Ozelligi),
iii. abc €Z icin a+(b+c)=(@+b)+c ve a-(b-¢c)=(a-b)-c
(Birlesme Ozelligi),
iv. abc€Zigcina-(b+c)=a-b+a-cve(b+c)-a=b-a+c-a
(Dagilma Ozelligi),

v. ab,c €Zicina+c=b+cisea=>byada

a-c=b-cisea=>b c # 0 (Kisaltma Ozelligi),



vii ab €Zigcinyaa=byaa>byadaa < b (U¢Hal Kural),
vii. a,b,c €EZicina <bveb < cisea < c (Gegisme Ozelligi),
viii. a,b,c €EZigina<bisea+c<b+cyadaa-c<b-c,c>0yada
a-c>b-c,c <0 (Genisletme Ozelligi),
a a>0

ix. |al =10, a=0 (Mutlak Deger Ozelligi).
—a, a<0
Teorem: k herhangi tam kare olmayan bir tam say1 olmak tizere, 7% = k
esitligini saglayan hig¢bir rasyonel say1 yoktur.

Ispat: 2 = k esitligini saglayan, (a,b) =1 olmak iizere, r = % rasyonel
sayisinin oldugunu kabul edelim. a? = k - b? esitligi elde edilir. k pozitif tam
sayisina karsilik [? < k < (I + 1)2 seklinde olacak bir pozitif [ tam sayis1 vardur.

b%1? < a? < b%(l +1)?

bl<a<b(l+1)
0<a-—-bl<b.

Ayrica, (kb — al)? = k?b? — 2kbal + a?1?> = ka? — 2kbal + (b)? =

— 2 _ 2
(kbal) elde edilir. (eb—al)

_ 2 . e —
k(a — bl)* esitliginden k = b2 (a2

ve %, k tam sayisinin iki
gosterimi olacaklardir. Buradan, (a — bl) > b elde edilecektir. Elde edilen

sonug varsayimimizla ¢elisecektir. Dolayisiyla, k herhangi tam kare olmayan bir

tam say1 olmak tizere, 72 = k esitligini saglayan higbir rasyonel say1 yoktur.
Teorem: r? = 2 esitligini saglayan hicbir rasyonel say1 yoktur. Bagka bir
ifadeyle v/2 irrasyonel bir sayidir.

Ispat: 72 = 2 esitligini saglayan en az bir rasyonel sayisinin oldugunu kabul

edelim. r € Q olmasindan dolay1 (a,b) =1 ve b # 0 olmak tlzere, r =%

seklinde yazilabilir. Esitlik Z—z = 2, a? = 2b? sekline doniisiir. Bu durum bize
hem a? hem de a tam sayilarinin ¢ift say1 olacag sonucuna gétiiriir. a = 2k
oldugunu varsayarak esitligi yeniden diizenleyelim. 4k? = 2b? veya 2k? = b?
olur. Bu sonugta bizi hem h? hem de b tam sayilarinin ¢ift say1 olacagl sonucuna

gotirir. (a,b) # 1 sonucu, baslangigta ki varsayimimiz (a,b) = 1 olmasiyla



celisir. Dolayisiyla r2 = 2 esitligini saglayan hicbir rasyonel say1 yoktur. Yani

V2 irrasyonel bir sayidur.

Irrasyonel say1 kavrami, Pisagor matematikgileri iiyesi olan Hippasus
(M0530-450)’la hayatimizda yer edinmistir. Pisagor her ne kadar irrasyonel
sayilarin varligini kabul etmemis olsa da modern matematikcilerin kabuliiyle
irrasyonel sayilar glinlimiizde cebirsel ve transandantal olarak ikiye ayrilmistir.
Rasyonel ve Irrasyonel sayilarin birlesimi olan Gergek sayilar kiimesi R
semboliiyle gosterilir. Gercek sayilar kavrami, gelisimine antik Yunan'da
baslamistir. Oklid, modern gercek sayilar teorisine esdeger olan oranlar
teorisini gelistirmistir. 17. yiizy1lda, John Napier ve Simon Stevin sonsuz ondalik
genisleme kavramini tanitmistir. Cantor ve Dedekind, modern gergek sayilar

teorilerinin ortaya ¢ikmasina katkida bulunmuslardir.
Ornek: V2 irrasyonel sayisinin yaklasik degerini bulalim.

Cozliim: 2 sayisinin karekokiinii bélme benzeri bir algoritmayla yaklasik olarak

bulabiliriz.
1.adim: Verilen sayiy1 sagdan sola dogru cift haneli olarak gruplara ayiririz.

2.adim: Ondalik olarak ka¢ basamak yaklasik deger bulucaksak, verilen sayyi,

o ondalik basamak adeti kadar genisletiriz.

2 sayisini, Ui¢ ondalik basamaga kadar yaklasik degerini bulmak i¢in 2,0000

seklinde yazariz.

2 sayisinin karekokiinii bulmak i¢in 2 sayisindan kii¢iik, 2 sayisina yakin en

biiylik tam kare sayiy1 buluruz,
12=1<2,
2 sayisindan 1 sayisini ¢ikarinz: 2 — 1 =1,
Kalan olarak, ondalikli kismin ilk ¢iftini alarak 100 sayisini elde ederiz.
3.adim: Onceki adimda elde edilen tam kare sayinin 2 katini aliriz,

1-2=2.



4.adim: Onceki adimda elde edilen saymnin sagina bir rakam ekleyip, elde edilen
yeni saylyla o rakamla carpimini bulunarak, iki 6nceki adimda elde edilen

saylya yakinlasiriz.

2 sayisinin sagina 4 eklenerek 24 sayisini elde ederiz ve 24 sayisi 4 sayisiyla
carpilarak 96 sayisini elde ederiz. Bu say1 100 sayisindan ¢ikarilarak kalan 4

sayisini buluruz.
Tahminimiz 1,4 olur.

5.adim: Kalan olarak, ondalikli kismin ikinci ¢iftini alarak 400 sayisini elde

ederiz.

Tahminimizden hareketle 14 - 2 = 28 sayisin1 buluruz ve bu sayinin sagina bir
rakam ekleyip elde edilen sayiyla o rakami ¢arparak 400 sayisina yakinlasiriz.
281 sayisiyla 1 sayisi ¢arpilarak 281 sayisini elde ederiz. Bu say1 400 sayisindan

¢ikarilarak kalan 119 sayisini buluruz.
Tahminimiz 1,41 olur.

6.adim: Kalan olarak ondalikli kismin son ¢iftini indirerek 11.900 sayisini elde

ederiz.

Tahminimizden hareketle 141 - 2 = 282 sayisin1 buluruz ve bu sayinin sagina
bir rakam ekleyip elde edilen sayiyla o rakami c¢arparak 11.900 sayisina
yaklasiriz. 2824 sayisiyla 4 sayisi carpilarak 11.296 sayisini elde ederiz. Bu say1
11.900 sayisindan ¢ikarilarak kalan 604 sayisini buluruz.

Tahminimiz 1,414 olur.

2 sayisinin karekokii yaklasik olarak 1,414 olacaktir. Daha fazla hassasiyet i¢in

islem devam ettirilebilir.

Soru: V2 irrasyonel sayisinin yaklasik degerini Newton-Raphson modeliyle

bulunuz.

Binom A¢ilimi

Say1 Teorisi ¢alismalarinda siklikla kullanilabilecek  sayma
tekniklerinden biri de kombinasyon ismini verdigimiz, asagidaki sekilde

tanimlanacak olan yapidir.
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Tanim: 0 < r < nve n ve r herhangi iki tam say1 olmak iizere,

|
(:‘l) 7 (nn— r)!

seklinde tanimlanan yapiya kombinasyon veya binom katsayilari denir.

Kombinasyon veya binom katsayilari, n > 1 olmak tizere, (a + b)" ifadesinden

elde edilen bir 6zelliktir:

(a+b)° =1

(a+b)!=a+b

(a+ b)? = a® + 2ab + b?
(a+b)® =a®+3a?b + 3ab? + b3

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b* islemi devam ettirilerek asagidaki

genel yazima ulagilmaktadir:

(a+b)* =
(et (et (oo (e

Bu agiklamadan yola ¢ikarak agsagidaki tanim verilebilir.

Tanim: 0 < r < nve n ve r herhangi iki tam say1 olmak iizere,

(a+b)" = Zj:o (Z) a™"p"

seklinde tanimlanan yapiya binom agilimi denir.

Ornek: (x + y)'%acihminda x®y* teriminin katsayisini bulahm.

Céziim: x®y* teriminin kuvvetlerinden r = 4 olarak bulunur. (:l) a"p™ "
ifadesinde, n = 10 ve r = 4 alindiginda (10) aSh* = 2287 64 = 210x5y*

4 g 4 4_ 4:3:2:1 y y
sonucu elde edilir. x®y* teriminin katsayisinin 210 oldugu goriilir.

Ornek: 12 + 22 + 32 + --- + n? degerini bulalim.

Coziim: (k + 1) — k3 = 3k? + 3k + 1 esitligini binom agilimindan elde ederiz.

Esitligin her iki tarafini, 1 sayisindan (n + 1) sayisina kadar toplayalim.
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22 —13=3-124+3+1
33 -23=3-2246+1
43 -33=3:-324941

m+1)2-n®=3n2+3-n+1
Esitligin her iki tarafi taraf tarafa toplaninca,

_n(n+ 1)

+n-1
2 n

n
(417 =1=3-) k*+3
k=1
sonucuna ulasiriz. Esitlik diizenlendiginde,

3n(n+1) -
(n+1)2—1—T—n=3-Zk2,

n

Z 2 = nn+1)2n+1)
= z :

k=1

nn+1)2n+1)
5 )

12422432+ +n? =

degerini elde ederiz. Binom katsayilarinin temsillerinden biri adin1 Pascal(MS

1623-1662)’dan alan Paskal iicgenidir.

n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1
n=6 1 6 15 20 15 6 1

12



Pascal tiggenindeki herhangi bitisik iki saymnin toplami, bu iki say1
arasinda bir sonraki satirda yer alan sayiy1 vermektedir. Ornegin; besinci
satirda yer alan 4 ve 6 bitisik sayilarinin toplamyi, bu iki say1 arasinda bir sonraki

satirda yer alacak 10 sayisini verir.

Binom katsayilarinin bazi 6zellikleri sunlardir:
ii.

iv.

(
iii.
(
(

vii 0 (g) ’21 . _
Q=@+
Omek: () +(" H+(" : A=(" : 3) esitliginin- saglandigin:
gisterelim.
guam ()=t ()= e, (11)-

(n+2)!  _ (n*+3n+2) n+3)\ _ @m+3)! _ (n?5n+6) | ) .
2(n+z-2)! 2 ve ( 2 ) = Dtz > degerleri elde edilir.

(n*+3n+2) 2+Q@2n+2)+m*+3n+2) (n*+5n+6)

1+(n+1)+ > 3 3

islem sonucundan esitlik elde edilir.

Soru:

1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5

ty tr i3 ts ts



n(n+1)
2

n. ic¢gensel say1 t, = seklinde tanimlanmaktadir. n = 1 olmak

uzere,
D oa="3")
i) ty+t,+tz+-+t, = w, esitliklerinin saglandigini
gosteriniz.
Soru: (3) + (g) + (;) + (;) + -+ (721) = (n ; 1) esitliginin > 2 olmak lizere

her tam say1 i¢in gecerli oldugunu gosteriniz.

Soru:

o

02 %

® Q o0 e O
O 0% © 00% 0O
Ll ( L ) [ L J
o O © 049 OO oo 000
o0 090 0000 00000
O 00 000 0000 00000
1 1+4 1+4+7 1+4+7+10 1+4+7+10+13
P1 P2 P3 P4 Ps
n. besgensel say1 p,, = nGn-1) seklinde tanimlanmaktadir. n > 1 olmak

2

tzere, p, = pn_q + (3n — 2) oldugunu gosteriniz.

n+2

Soru: 22 + 4% + 62 + ---(2n)? = ( 3

) esitliginin saglandigini gosteriniz.
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UYGULAMALAR

1) 2m+ 1 < 2™ esitsizliginin m > 3 her pozitif tam say1 i¢in dogru oldugunu
gosteriniz.

2) 2™ > n? esitsizliginin n > 5 her pozitif tam say1 igin dogru oldugunu gosteriniz.

a(a?+2)
3

3) a = 1olmakiizere, islem sonucunun bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

4) Ardisik herhangi ii¢c tam sayidan birinin 3 tam sayisiyla boliindigini
gosteriniz(p bir tam say1 olmak tizere, herhangi bir tamsayinin 3p, 3p + 1
formunda yazilabilecegini goz dniine aliniz).

5) k =, k ver iki tam say1 olmak tlizere r|k! oldugunu gosteriniz.

6) M=1-11+2-21+3-3!+--+n-n! sayisimin [2, (n+1)] arahgindaki
hi¢bir tam sayiya boliinemedigini gdsteriniz.

7) 4q + 1 formundaki tam sayilar kiimesinin carpma islemine goére kapah

oldugunu gosteriniz.

8) 124+22+3%2+.-4n?= w oldugunu gosteriniz.

9) 11 tam sayisiyla boliinebilme kuralini gosteriniz.
10)Bir tam sayimin karesinin 3p ya da 3p+1 formunda yazilabilecegini

gosteriniz.

11) (3) + (n I 1) + (n ; 2) +--t (n ;l; k) = (n + lli + 1) oldugunu gosteriniz.

1 " n n s

12)n > 1 tek tam say1 ve r = E(n — 1) olmak tzere (r) = (r + 1) esitliginin
gecerliligini gosteriniz.

13) Catalan Esitligi olarak tanimlanan, n > 0 her dogal sayis1 i¢in saglanan

_ 1 (2n\ _ (C@n)! rese _2(2n-1)
—n+1(n)—n!(n+1)! esitligini  kullanarak, C, = 7 Cn-1

n
esitliginin dogrulugunu gosteriniz.
1.2 3 -1
14); + P + 2 + -+ nT toplaminin hi¢bir zaman tam say1 olamayacagini

gosteriniz.
15)n < p < 2n olmak lizere p asal sayisinin oldugunu gosteriniz (Bertrand’s
Postulate).

16) Iki tek tam sayimin kareleri farkinin 8 sayisiyla béliinebildigini gosteriniz.

15



nn+1)(n+2)

17)1-242-343-44+-+n-(n+1) = oldugunu gosteriniz.

2n+1
3

19)n? < n! Esitsizliginin n >4 her pozitif tam say1 icin gerceklendigini

18)12 +32 452+ -+ (2n—1)2 = ( ) oldugunu gosteriniz.

gosteriniz.
20) t,, n. licgensel say1; p,,, n. besgensel say1 ve n > 1 olmak {izere,
) pp =ty +n
i) pp=3ty1+n,

iii) p, = 2t,_1 + t,, esitliklerinin saglandigini gosteriniz.
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2. BOLUM

TAM SAYILARDA BOLUNEBILME

Matematik evrenin dogal bir dilidir. Bir tiir olarak varligimizin
en basindan beri sayilar bizi derinden biiyiilemistir. “Matematigin
Prensi” Carl Friedrich Gauss'a gore, say1 teorisi, gercek sayilar
kiimesine ait sayilar arasinda bir iliski kuran, matematigin en eski
dallarindan biri olmustur. Say1 Teorisinin sadeligi, Gauss'un
“Matematigin Kralicesi” olarak tanimladig1 bransa katkida bulunan
matematikgileri biiyiilemistir. Say1 Teorisi, glinimiizde, teknoloji
yazilim miihendisliginin, 6zellikle giivenlik tabanli yazilimin mutlak
onclisiic  sayilmaktadir. Say1 Teorisi, linlii RSA (Rivest-Shamir-
Adleman) algoritmasindan blok zinciri diinyasina kadar siiriikleyici

bir hizli evrim dénemi yasayan kriptografinin kalbinde yer almistir.

Tarihteki iki belirgin an, Say1 Teorisinin gelisiminde One
cikmaktadir. i1k olarak, arkaik zamanlarda, Euclid kendi “en biiyiik
ortak bolen” algoritmasini, geometrik goézlemler kullanarak kesirleri
en basit bicimlerine sadelestiren muhtesem bir adimlar dizisi ortaya
koymustur. Ardindan, yaklagik iki bin yil sonra Gauss, Oklid'in
Disquistiones Aritmeticae'deki kapsamli kanitlariyla, ¢alismalarini

birlestirerek Oklid'in ilkelerini resmilestirmistir.

Tanim: a, b tam sayilar olmak tlizere b = a - k olacak sekilde
bir k tam sayis1 varsa a tam sayisi b tam sayisini boler denir. a|b
seklinde gosterilir. a t b sembolii de a tam sayisinin b tam sayisini
bélmedigini gosterir. Tanimdan hareketle, a tam sayis1 b tam sayisini
bolerse a tam sayisi b tam sayisinin bir bolenidir veya b tam sayisi a
tam sayisinin bir katidir denir. Eger a|b ve 1 < a < b olursa a tam
sayisina b tam sayisinin bir 6z béleni, 1 ve b sayilarina b tam sayisinin

trivial béleni denir.
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Tam sayilarda bolliinebilmenin asagidaki 6zellikleri vardir:

i. ala (Yansima Ozelligi),
ii. a|bveb|aoldugunda a = Fb (Simetri Ozelligi),
ili. a|b ve b|c oldugunda a|c (Gegisme Ozelligi),
iv. a|boldugunda Vc € Zicina|b - c,
v. m # 0vea|boldugundam-a|m- b (Genisletme Ozelligi),
vi. =1]a,
vii.  +al0,
viii. al|b,a>0veb > 0oldugundab = a,
ix. a|bvea|coldugunda a|b + ¢ (Toplama-Cikarma Ozelligi),
x. a|bvec|d oldugunda a - c|b - d (Garpma Ozelligi),

xi. al|bve c|d oldugunda % | S (Bélme Ozelligi),

xii. albvea#0 oldugunda§|b.

Teorem: (Kalanli Bélme Teoremi) Herhangi a > 0 ve b tam
sayllariicin b = aq + r ve 0 < r < a olacak sekilde bir tek g ve r tam

sayi ¢ifti vardir.

Ispat: S, u pozitif veya negatif bir tam say1 olmak iizere (b —u - a)

seklindeki tam sayilarin kiimesini gostersin. S ={y:y=b —u-a}
olur.

u = {—1, b>=0

b, b<O

negatif olamayacaktir. S kiimesinin elemanlar1 da negatif olmayan

olacak sekilde secilecek olursa (b —u-a)

elemanlardan olusur. lyi siralama prensibine gére S kiimesinin bir en
kii¢ik elemani vardir. r, bu en kiiciik eleman olsun. g tam sayisi da u
tam sayisinin buna karsilik degeri olsun. Buradan r =b—q-a >0
olur. Bu esitlikten r—a=b—-q-a—a=b—(1+q)a<0 elde

edilir. Bu esitlik de b = aq + r ve 0 < r < a olmasini gerektirir.

18



q ve r tam sayilarinin tek oldugunu goésterelim. Bunun i¢in
ayni sartlari saglayan diger bir ¢; ve r; tam sayi ¢iftinin varligini kabul

edelim. r = r; oldugunu goéstermeliyiz.

q ve r ¢iftiyle beraber q; ver;ciftiicinb =aq+r,0<r<a
veb=aq, +1,0 <1 <aolur.Egerr # rjise 0 <r; —r < aolacak
sekilde r < r; oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda r; —r = a(q —
q.) ve buradan a|r; —r elde ederiz. Bu durum ancak r, —r =0

olmasiyla miimkiindiir. Sonucta r; = r ve g; = q olur.

Teoremde a > 0 oldugunu kabul etmistik. Bu hipotez gerekli
degildir. Teoremi; a # 0 olmak iizere a, b tam sayilariicin b = aq + r
ve 0 <r < |a| olacak sekilde bir tek g ve r tam say1 ¢ifti vardir,
seklinde ifade edebiliriz. b tam sayisinin a tam sayisina bdliinmesiyle,
bir tek sekilde elde edilen g ve r tam sayilarina sirasiyla bolim ve

kalan denir.

Ornek: Herhangi bir tam sayinin karesinin k € Z olmak iizere,

5k veya 5k + 1 formunda oldugunu gosterelim.

Coziim: Herhangi bir tam say1 p € Z olmak iizere 5p, 5p + 1 veya 5p +
2 formunda yazilabilecegini kabul edelim. Bu sayilarin karelerini

alalim.

(5p)? = 25p? =5-5p? =5k
GpF1)2=25p2F10p+1=5-G5p?F2p)+1=5k+1
(Gp¥2)2=25p?>F20p+4=5-(5p*>F4p+1)—1=5k—-1

Bir tam kare saymin k € Z olmak lzere, 5k veya 5k + 1

formunda oldugu goriiliir.

Soru: Herhangi bir tam sayinin kiiptiniin p € Z olmak tizere, 9p, 9p +

1,9p + 8 veya 9p, 9p + 1 formunda oldugunu gosteriniz.

Soru: 3 tam sayisiyla boliinebilme kuralini gésteriniz.
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Soru: b tam say1 olmak iizere, (a® — a) sayisinin 3 tam sayisiyla
boliinebildigini gosteriniz.
Soru: (a + b) degeri 4 tam sayisiyla boltunebilirse, (a — 3b) degerinin

de 4 tam sayisiyla boliinebilecegini gosteriniz.

En Biiyiik Ortak Bolen

Ikisi ayn1 anda birden sifir olmayan b ve ¢ tam sayilarinin
ortak bolenleri kiimesi her zaman 1 ve (—1) tam sayilarini iceren
sonlu bir tam sayilar kiimesidir. Sifirdan farkli herhangi bir tam
sayinin yalnizca sonlu sayida bélenleri oldugundan b = ¢ = 0 durumu
disinda sonlu sayida ortak bolenleri vardir. b ve ¢ tam sayilarindan en

az biri sifir degilse bu tam sayilarin ortak bélenleri mevcuttur.

Tanim: a|b ve a|c sartlarini saglayan a tam sayisina b ve ¢ tam

sayilarinin bir ortak bdleni denir.

b ve c tam sayilarinin a gibi ortak bdlenlerinin en biytk
olanina “en biiyiik ortak bélen” denir. (b, ¢) = a veya EBOB(b,c) = a

seklinde gosterilir.

Ornek: 12 ve 18 tam sayilarinin ortak bélenlerini bulalim ve

bu ortak bélen sayilarin en biiyiigiinii belirleyelim.
Coziim: 12 tam sayisinin bolenlerinin kiimesi:

By, = {F1,¥2,F3,F4,F6,F12}

18 tam sayisinin bolenlerinin kiimesi:

Big = {¥1,%2,F3,¥6,¥9, ¥18} seklinde olacaktir.
12 ve 18 tam sayilarinin ortak bolenlerinin kiimesi:

Bi, N Byg = {F1,F2,F3, ¥6} seklinde olur ve bu kiimenin en
bliyiik eleman1 6 tam sayisi olacaktir. Dolayisiyla. (12,18) = 6 veya
EBOB(12,18) = 6 seklinde gosterilecektir.
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Euclid Algoritmasi

Iki tam saymnin en biiyiik ortak béleni, iki tam sayinin pozitif
bélenlerinin listelenmesi ve ortak bdlenlerinin belirlenmesinin
ardindan en biiytik ortak bolenin secilmesiyle bulunabilmektedir. Bu
durum biylik sayilar i¢in sorun olusturmaktadir. Bolim
algoritmasinin tekrar tekrar uygulanmasini iceren daha verimli bir
yapl, Euclid tarafindan verilmistir. Bu yéntemin Euclid’den dnce de
kullanildigina dair tarihsel kanitlar olsa da bugiin bu sistem Euclid

Algoritmasi olarak anilmaktadir.

Teorem: a ve b tam sayilar1 a > b olmak iizere,

a=bqgy +m, 0<nr <|b|
b=T1q2+T'2, 0<T2<T1
181 =T‘2q3+T3, 0<T'3 <T'2
-2 =014+ 7, 0<7 <7

a ve b tam sayilarinin en biiyliik ortak boleni yukaridaki bélme
algoritmasinda sifirdan farkli son kalandir. (a, b)) = ma + nb ifadesini
gercekleyen m ve n tam saylari yukaridaki denklemlerden

Tj_1,Tj_p, """, T2, 71 tam sayilar1 yok edilerek bulunur.

Ispat: a ve b tam sayilarindan biri yani b = 0 ise a ve b tam sayilarinin
ortak bdlenler kiimesi a tam sayisinin bdlenler kiimesiyle ayni
olacaktir. a = b oldugunda a ve b tam sayi c¢iftinin ortak bdlenler
kiimesi a tam sayisinin bélenler kiimesiyle ayni olacaktir. $imdi a ve

b tam sayilarina bélme algoritmasi uygulayabiliriz.

a = bg, + 1, 0 <r; < |b|. Burada a ve b tam say ¢iftlerinin

bolenler kiimesi (b, ;) sayi ¢iftinin bolenler kiimesiyle aynidir. r; = 0
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ise a ve b tam say ¢iftinin ortak bolenleri (b, 0) say: ciftinin ortak
bolenleridir. Eger r; > 0 ise a ve b tam say1 ortak bolenlerini bulma
(b,11) say1 ciftinin ortak bolenlerini bulma islemine indirgenmis
olacaktir. Burada |b| < |a], r1 < |b| oldugundan (b,r;) say1 ciftine
bolme algoritmasi uygulanabilir. b = r;q, + 15, 0 < r, < 1y olacaktir.
Ayni diisiinceyle (a, b) sayi ¢iftinin ortak bolenler kiimesinin (rq,13)
say1 ciftinin ortak bolenler kiimesiyle ayni oldugu goritilecektir. r, = 0
ise a ve b tam say ciftinin ortak bolenleri (17, 0) say1 ¢iftinin ortak
bélenleridir. Eger r, > 0 ise a ve b tam say1 ortak bolenlerini bulma
(ry,12) say1 ciftinin ortak bélenlerini bulma islemine indirgenmis
olacaktir. Buisleme art arda devam edildiginde ya bir yerde bitecektir
ya da devam edip gidecektir. Ikinci durum hicbir zaman miimkiin
olmayacaktir. Clinkii bu durum pozitif tam sayilarin b > r; > r, >
-+ >1; > -+ azalan dizisi sonsuz olamaz ve iyi siralama prensibi
geregi bir en kiiciik elemani vardir ifadesiyle celisecektir. Sonucta
1741 = 0 olacak sekilde bir j olacaktir. Bu durumda sifirdan farkl 7;
degeri i¢in 7j|7j_; olmahdir. Sondan bir 6nceki denklemlerden 7;|b ve
rila elde edilir. Simdi d,, a ve b tam sayilarinin herhangi bir boleni
olmak iizere ilk denklemden d, |y, ikinci denklemden d, |, ve sondan

bir 6nceki denklemden d, |r; olacaktir. Bu durum da bizi r; = (a, b)

sonucuna gotiirecektir.

|
—~
]

|

2
N
N

Il
—~

(a,b) =(b,ry) = (r,1p) == r}-,O) =1 elde

edilir.

Ornek: 12378 ve 3054 sayilarinin en biiyiik ortak bélenini

Euclid algoritmasi uygulayarak bulalim.
Cozum:
12378 = 4-3054 + 162

3054 =18-162 + 138
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162 =1-138+ 24
138=5-24+18
24=1-18+6
18=3:-6+0

Bu esitliklerde yer alan sifir sayisindan farkly, en biiyiik pozitif
kalan tam sayinin: 6 sayisinin; 12378 ve 3054 tam sayi c¢iftinin en

bliytik ortak boleni oldugunu gosterir.

Yukaridaki esitlikleri sondan baslayarak, art arda

uygulayarak kalanlar1 ortadan kaldirdigimizda:
6=24-18

=24—-(138—-5-24)

=6-24—138

=6-(162—-138) — 138

=6-162—-7-138

=6-162—7-(3054—18-162)

=132-162—7-3054

=132-(12378 — 4-3054) — 7-3054

= 12378132 + 3054 - (—535) esitligini elde ederiz.

6 = 12378x + 3054y olacak sekilde x ve y degerlerinin
varlig1 goriilebilir. 132 ve (-535) degerleri esitligi gercekleyen tek
degerler olmayacaklardir. Esitligin her iki tarafina da 3054 - 12378
degerini ekledigimizde,

6 = 12378 (132 + 3054) + 3054 - (=535 — 12378)
= 12378-3186 + 3054 - (—12913) seklinde baska bir ¢oziimiini

daha bulmak miimkiin olacaktir.
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12378 = 4-3054 + 162
3054 =19-162 — 24
162=7-24—-6

24 = (—4)-(—6) + 0 esitlik serisi de en biiyiik ortak boélenin

negatifini liretmeye uygundur.

Tanim: a ve b tam sayilarinin en biiyiik ortak béleni d olmak

uzere,

i. dlaved|b,

ii. Egere|avee|bised = e durumlari gecerlidir.

Not: Hepsi birden sifir olmayan by, by, ..., b, tam sayilarinin en biiytik

ortak boleni (b, by, ..., b,) = d seklinde gosterilir.
Soru: 10, 15 ve 25 tam sayilarinin en biiyiik ortak bélenini bulunuz.

Tanim: ikisi ayni1 anda sifir olmayan a ve b tam sayilarinin en
biiylik ortak béleni 1 ise a ve b tam sayilarina aralarinda asal sayilar
denir. Baska bir ifadeyle (a,b) =1 olan sayilara aralarinda asal

sayilar denir.

Teorem: b ve c tam sayilarinin en biiyiik ortak boleni d ise d =

(b, c) = bm + cn olacak sekilde m ve n tam sayilari vardir.

Ispat: m ve n tamsayilar olmak iizere bm + cn seklindeki lineer
bilesimlerin kiimesi D olsun. D kiimesi biitiin tam sayilar1 kapsadigi
unutulmamalidir. m ve n tam sayilarini bm + cn en kigiik pozitif tam
sayl olacak sekilde D kiimesinden segelim. bm + cn = k olarak

belirleyelim. k|b ve k|c oldugunu gostermeliyiz.

k t b oldugunu kabul edelim. B6lme algoritmasina gére b = gk + r ve
0 < r < k olacak sekilde g ve r tam say ¢ifti olacaktir. Bu esitlikten,
r=b—kq=>b—(bm+cn) =b(1—gm)+ c(—qn) elde edilir ki bu

r € D olmasin gerektirecektir. Bu sonug k tam sayisinin D kiimesinin
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en kiiglik elemani oldugu kabuliiyle celismektedir. Bu durumda k|b

olmalidir. Benzer sekilde k|c olacag da gosterilir.

d,b ve c tam sayilarinin en biiyiik ortak boéleni oldugundan

b=dBvec=dC (B,C € Z) yazilabilir.
k =bm+ cn =dBm+ dCn = d(Bm + Cn) elde edilir.

Buradan d|k sonucu elde edilir. Bu sonu¢tan d < k sonucuna
ulasilir. Halbuki d en biiyiik ortak bolen oldugundan d < k olamaz. Bu

durumda d = k = bm + cn olmalidir. Bu da istenilendir.

d|b, d|c ve x,y € Z olmak iizere d|bx + cy ifadesi “Lineerlik

Ozelligi” olarak isimlendirilir.

Teorem: a ve b tam sayilari ikisi ayni anda sifir olmayan tam
sayilar olmak iizere, a ve b tam sayilarinin aralarinda asal olmasi, 1 =
am+ bn olacak sekilde m ve n tam saylarinin olmasini

gerektirmektedir.

Ispat: a ve b tam sayilan aralarinda asal sayilarsa (a, b) = 1 olur. Bir
onceki teoremimizden 1 = am + bn olacak sekilde m ve n tam
saylilarinin olacagini ifade edebiliriz. Bu esitligin bazi m ve n degerleri
icin dogru ve (a,b) =e oldugunu kabul edelim. ela ve e|b
ifadelerinden e|(am + bn) veya e|1 elde edilir kibu da e = 1 olacagini

gosterir. Bu sonuctan da istenilene ulasilir.
Ornek: (a, b) = 1, a|c ve b|c ise ab|c olacagini gdsterelim.

Coztim: a|c ve b|c oldugundan ¢ = ar = bs ve (a, b) = 1 oldugunda

lineerlik 6zelliginden 1 = ax + by degerlerini elde ederiz.
c=1-c=c(ax + by) = acx + bcy

¢ =a(bs)x + b(ar)y = ab(sx + ry)

c=ab-t

elde edilir. Son esitlikten ab|c olacag: goriilecektir.
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Euclid Lemmasi

Tanim: a ve b tam sayilari ikisi ayn1 anda sifir olmayan tam

sayilar olmak iizere, (a, b) = 1 ve a|bc ise a|c olur.

(a,b) = 1 ve lineerlik 6zelliginden 1 = am + bn yazilabilir.
Esitligin her iki tarafl ¢ tam sayisiyla carpilirsa ¢ = cam + cbn elde

edilir. a|bc ve a|lam ise a|c elde edilir.

Teorem: a ve b tam sayilar1 arasinda bélme algoritmasi a =

qb + r uygulanirsa (a, b) = (b, r) esitligi vardir.

Ispat: (a,b) =d ve (b,v)=e olsun. d|a, d|b ve d|(a— gb)
ozelliginden d|r elde edilir. Bu da bize d|e sonucunu verir. Benzer
sekilde e|b, e|r ve e|(bq + r) 6zelliginden e|a elde edilir. Bu da bize

e|d sonucunu verir. Boylece d = e elde edilir.

Ornek: 10672 ve 4147 tam sayilarinin en biiyiik ortak

bélenini bulalim.

Cozim:

10672 = 4147 -2 + 2378
4147 = 2378-1+ 1769
2378 =1769-1 + 609
1769 = 609 -2 + 551
609 =551-1+58

551 =58-9+29
58=29-2+0

(10672, 4147)=(4147, 2378)=(2378, 1769)=(1769, 609)=(609,
551)=(551, 58)=(58, 29)=29 en biiyiik ortak bolen olacaktir.

26



Ornek: 29 = 10672x + 4147y seklinde ifade edelim.
Coziim:
29 =551-58"-9
29=551-9-(609—-551-1)=10-551—-9-609
29=10-(1769 —609-2) —9:609 = 10-1769 — 29 - 609
29 =10-1769 —29- (2378 —1769) =39-1769 — 29 - 2378
29 =39- (4147 —2378) —29-2378 =39-4147 — 68- 2378
29 =39-4147 — 68- (10672 — 2-4147) = (—68) - 10672 + 175 - 4147
29 = 10672 - (—68) + 4147 - (175)
Islem sonuglarindan x = —68 ve y = 175 olur.

Teorem: a,b ve k > 0 tam sayilar olmak tizere, (ka, kb) =
k(a, b) olur.

Ispat: a ve b tam sayilar, a > b olmak iizere, Euclid algoritmasi

esitliklerinin her iki tarafi k > 0 tam sayisiyla ¢arpilirsa
ak = bkq; + kry, 0 < kr; < k|b|
bk = rikq, + kry, 0<kr, <kn
rk =nrkqs + krs, 0 <kry <knr,

Ti_ok = 1j_1kq; + krj, 0 <kr <krji_4
rji_1k = 17kqj4, + 0.

ka ve kb tam sayilarina Euclid algoritmasi uygulandiginda en buyiik
ortak béleni kr; olacaktir. (ka,kb) = krj = k(a,b) olacag

goriilecektir.
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Sonug: k < 0 olmasi durumunda —k = |k| > 0 olacag1 asikardir.
(ka, kb) = (—ka,—kb) = (|k|a, |k|b) = |k|(a, b) olur.

Sonug: Asagidaki durumlarin gegerliligini ispat edelim.
1) m € Z olmak tizere (ma, mb) = |m|(a, b) olur.
2) (a,b) = d olmak iizere (%, S) = 1 olur.

3) (a,b) = (a+cb,b)

4) (a,b) = lise (b — a,b) = 1 elde edilir.

5) (a,b) = 1ve(a,c) = lise (a, bc) = 1 elde edilir.

6) (a,b) = 1vec|(a+b)ise(a,c) = (b,c) =1 elde edilir.

7) (a,b) =1, d|ac ve d|bc ise d|c olur.

8) (a,b) = 1ise (ac,b) = (c,b) olur.
Ispat:
1) (a,b) =d ve e = (ma,mb) olsun. e =|m|d oldugunu
gostermeliyiz. d =ap + bq yazlabilir. Esitligi m sayisiyla
genisletelim. md = map + mbq olur. Bu esitlikten md hem ma hem
de mb degerlerini boleceginden md|e elde edilir. Ayrica, e|ma ve
e|mb oldugundan e|md sonucuna ulasilir. Buradan |e| = [md| veya

e = |m|d elde edilir.

2) e= (% , Z) = 1 olacak sekilde pozitif bir tam sayimin oldugunu

kabul edelim. Kabuliimiizden e| %Ve e| Syazﬂabilir. Buradan(k,, k,) =
1 olmak tizere % = ek, ve Z = ek, esitlikleri elde edilir. a = dek, ve
b = dek, esitliklerine  ulasiir. e=1 ve (ki k) =1
a b .

varsayimlarimizdan e = (E’E) = 1 elde edilir.

3) (a,b) =d ve (a+ch,b) =e olsun. d|a, d|b ve lineerlik
ozelliginden d|a + bc olacaktir. Bu durumda d|e elde edilir. e|b ve
ela + bc durumundan e|a + bc — bc yazilabilir. Bu durumda da e|d

elde edilir. d|e ve e|d durumlarindan d = e sonucuna ulasilir. (a, b) =

(a + cb, b) elde edilir.
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4) a ve b pozitif tam sayilarinin her ortak boleni d tam sayisiysa
(b — a) ve a sayilarinin veya (a — b) ve b sayilarinin da her ortak
boleni d tam sayisi olacaktir. Bu yiizden (a,b) = 1ise (b —a,b) =1
elde edilir.

5) (a,b) =1 ve (a,c) =1 ise lineerlik 6zelliginden 1 = am +
bn = ap + cq olacak sekilde en az birer tane m, n, p ve q tam sayilari
mevcuttur.

1-1=(am+ bn)(ap + cq)

1 = a(amn + bnp + amp) + benp)

1 = ak, + bck,

islemleri sonucunda (a, bc) = 1 elde edilir.

6) (a,b) = 1 ve lineerlik 6zelliginden 1 = am + bn yazlabilir.
c|(a + b) ise en az bir tane p tam sayisi i¢in cp = a + b olusturulabilir.
Bu esitlikten cp — b = a degeri kullanilarak,

1=(cp—b)m+bn

1=cpm—>bm+ bn

1=cpm+ b(n—m) = ck, + bk,

(¢, b) = 1 elde edilir. Benzer yontemle (c, a) = 1 esitligi de bulunur.

7) (a,b) = 1 ve lineerlik 6zelliginden 1 = am + bn yazilabilir.
Esitligin her iki tarafi ¢ tam sayisiyla carpilirsa ¢ = cam + cbn elde
edilir. d|ac ve d|bc ise d|c elde edilir.

8) (c,b) = d olmak lizere d|ab ve ayrica k|ac ve k|b olmasi
durumunda k|d oldugunu goéstermeliyiz. d|c oldugundan ¢ = dn
olacaktir, bu durumda dna = ca olacagindan d|ca elde edilecektir.
Lineer olma o6zelliginden d = au + cv yazilabilir. k|lac ve k|b
kabuliimiizden kr = ac ve kn = b olacaktir. d = cu + knv elde edilir.

(a,b) = 1 esitliginden 1 = ap + bq ve ¢ = cap + cbq yazilabilir.
d = (acp + bqc)x + kny

d = axpc + bqcx + kny
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d = krpx + knqcx + kny
d = k(rpx + nqcx + ny)
d|k elde edilir ki bu da istenendir.
Soru: (a, b) = 1 ve c|a oldugunda (b, ¢) = 1 olacagini gésteriniz.
Ornek: a|bc oldugunda a|(a, b)(a, c) olacagini gdsterelim.
Cozim: (a,b) = dve(a,c) =eolsun.d = am+ bnvevee = ap + bq
esitliklerini yazabiliriz.
d-e=(am+bn)(ap + cq)
= a’mp + acmp + banp + bcng
= a(amp + cmp + bnp) + (bc)ng
a|bc esitligi goz online alinarak a|de elde edilir. Bu durum da bize
a|(a, b)(a, c¢) olacagin gosterir.
Soru: (a,b) =1 oldugunda (2a+ b,a —2b) =1 veya (2a+ b,a —
2b) = 3 olacagini gosteriniz.
Soru: a ve b ikisi de sifirdan farkli tam say1 olmak tizere, (a,b) =
(—=a,b) = (a,—b) = (—a, —b) oldugunu gosteriniz.
Teorem: by, by, bs, ..., b, sifirdan farkll tam sayilar olmak

tlzere, (bl, bz, b3, ey br) = ((bl, bz, bg, b‘r‘—l)! bT) olur.

Ispat: (by, by, b, ..., b)) = dve ((by, by, bs, ...by_1), b)) = eolsun. (i=1,
2, 3, ..., r) olmak lizere d|b; oldugundan, (i=1, 2, 3, ..., r-1) olmak
lizere d|b; olacag: agiktir. Bu durumda d|e elde edilir. Benzer sekilde

e|d oldugu da gosterilir. Sonugta d=e olacaktir.

Tam Sayilarda Modiil

Tanim: Herhangi bir kiimenin iki elemaninin toplami ve farki
yine o kiimenin elemani oluyorsa bu yapiya modiil denir. m,n € S

durumunda (m¥n) € S olma durumu modill kavramiyla ifade
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edilmektedir. Biitiin say1 kiimelerinin modiilii bulunmaktadir. Tam
sayllarin modilii izerinden islemler gerceklestirilecektir. § = {s =
ax+by:a,b €S;x,y € Z} kiimesi bir modil olarak ifade

edilecektir.

Teorem: Sifir modiilii hari¢ S kiimesinin elemanlari bir pozitif

tam sayinin katlarini olusturur.

Ispat: S kiimesinin en kii¢iik pozitif tam sayisinin d oldugunu kabul
edelim. d tam sayisinin biitlin katlar;; 2d =d +d,3d =2d +d,...S
kiimesine aittir. S kiimesinin elemanlarinin yalnizca bu sayilardan
olustugunu gostermeliyiz. n € S; k,c € Z olmak lizere, n = dk +c,
0 < ¢ < d yazlabilir. d €S oldugundan dk € S olacaktir. n €S
oldugundan (n —dk) € S olacaktir. ¢ €S olacaktir, c <d ve d
eleman1 S kiimesinin en kiiciik pozitif elemani oldugundan ¢ =0

olmak zorundadir. Bu durumda istenilen ger¢eklesecektir.

Teorem: S ={s=ax+by:a,b € S;x,y € Z} modiili d =

(a, b) sayisinin biitlin tam katlarinin da bir kiimesidir.

Ispat: Onceki teoremden S kiimesi pozitif k tam sayilarinin tam
katlariin bir kiitmesidir. Dolayisiyla k bu kiimenin biitiin elemanlarini
boéler, k|a ve k|b olacaktir. Bu durumda k < d olacaktir. Biitiin x ve y
tam sayilari icin d|ax + by olur. d, S kiimesinin biitiin elemanlarini
béler ve d|k olacaktir. Bu durumda d < k olacaktir. Buradan d = k

oldugu goriiliir.

Teorem: ax + by = n denkleminin x ve y tam sayilarina goére
¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart d = (a,b)|n olmasidir.
Ispat: d|a ve d|b olmasi durumundan d|ax + by ifadesinden d|n
olacaktir. d|n oldugunda d|ax + by olup, d|ax ve d|by olacaktir.

Buradan da x ve y ¢oziilebilirdir sonuca ulasilacaktir.
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En Kiiciik Ortak Kat

Sifirdan farkli b ve ¢ tam sayilarinin ortak katlarinin kiimesi
her zaman kendilerini de igeren sonsuz bir tam sayilar kiimesidir.
Sifirdan farkli herhangi bir tam sayinin sonsuz sayida katlar

olacagindan, b ve c sayilarinin sonsuz sayida ortak katlari vardir.

Tanim: a|m ve b|m sartlarini saglayan m tam sayisina a ve b
tam sayilarinin bir ortak kati denir. a ve b tam sayilarinin m gibi ortak
katlarinin en kiigtik olanina “en kiictik ortak kat” denir. [a,b] =m

veya EKOK(a, b) = m seklinde gosterilir.

Tanim: a ve b tam sayilarinin en kiiciik ortak kati m olmak

uzere,

i. albveb|m,

ii. Eger alc ve b|cise ¢ = m durumlar gecerlidir.

Ornek: 12 ve 18 tam sayilarinin ortak katlarini bulalim ve bu

ortak kat sayilarin en kii¢ciigiinii belirleyelim.
Cozlim: 12 tam sayisinin katlarinin kiimesi:

K, ={12,24,36,48,60,72,84,96,108,120, ...}

18 tam sayisinin katlarinin kiimesi:

Kyg = {18,36,54,72,90,108,126, 144,162,180, ...}

seklinde olacaktir. 12 ve 18 tam sayilarinin ortak katlarinin kiimesi:
Ki, N Kig = {36,72,108, ...} seklinde olur ve bu kiimenin en kii¢iik
elemant 36 tam sayisi olacaktir. Dolayisiyla [12,18] = 36 veya
EKOK(12,18) = 36 seklinde gosterilecektir.

Not: Sifirdan farkli by, by, ..., b, tam sayilarinin en kiigiik ortak kati

[by, by, ..., b,] = m seklinde gosterilir.

Soru: 10, 15 ve 25 tam sayilarinin en kii¢iik ortak katini bulunuz.

32



Teorem: [a, b] = m olmasiicin gerek ve yeter sartm > 0, a|m,

b|m ve a ile b tam sayilarinin her n ortak kati icin m|n olmasidir.

Ispat: [a, b] = m ve n, a ile b tam sayilarinin herhangi bir ortak kati
olsun. Bu durumda m < n olacaktir. m = n olursa m|n olacaktir. Eger
m < n olursa bolme algoritmasindan n = mq +r, 0 < r < m olacak
sekilde g ve r tam sayilar1 vardir. Bu durumda r = n — gm olur ve
boliinebilmenin lineerlik 6zelliginden r,a ve b tam sayilarinin bir
ortak katidir. r # 0 durumu m tam sayisinin tanimiyla gelisir. m tam
sayisi en kiiciik ortak kat oldugundan r = 0 olmalidir ki m|n sonucu
elde edilir. m > 0, a|m, b|m ve a ile b tam sayilarinin her n ortak kati
icin m|n olsun. Boliinebilme 6zelliginden m < |n| olur ki m tam sayisi

ortak katlarin en kii¢ciigiidiir.

Teorem: a ve b pozitif tam say1 olmak tlizere [a, b] = (Z'Z)

esitligi saglanir.

ab

@b tam sayisini inceleyelim. (a, b)|b oldugundan p, a tam

Ispat: p =
sayisinin bir tam kati olacaktir. p, ayni diisiinceyle b tam sayisinin da

bir tam kat1 olacaktir. Bu durumda p, a ve b tam sayilarinin bir ortak

katidir. ¢ = [a, b] olmak lzere % = 4@bh) sayisini ele alalim. (a, b) =

ax + by lineerlik 6zelliginden yazilabilir. Yukaridaki esitlikte bu

q(ax+by) _ qx

) . . q
ifadeyi yerine yazarsak = =
yly y v 2D b

+ % olacaktir. £ ve 4 birer
a a b
tam sayidir. p,q tam sayisini boler ve p,a ve b tam sayilarinin en

ax+by ifadesinden p= a—b elde edilir.

kii¢lik ortak kati olur. 1=
D ab (a,b)

Teorem: by, b,,bs, ..., b, sifirdan farkli tam sayilar olmak

tizere, [by, by, b3, ..., by] = [[by, by, b3, ... by_1],by] olur.

ispat: [by, by, b, ..., b,] = d ve [[by, by, bs, ... by_1],b,] = € olsun. i =
(1,2,3,...,r) olmak iizere b;|d oldugundan, i =(1,2,3,..,r —1)
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olmak tlizere b;|d olacagi aciktir. Bu durumda d|e elde edilir. Benzer

sekilde e|d oldugu da gosterilir. Sonucta d = e olacaktir.

Soru: (a, b) = [a, b] olmasi icin gerek ve yeter sartin (a, b)) = 1 olmasi

gerektigini gosteriniz.
Sonug: Asagidaki durumlarin gegerliligini ispat edelim.

1) a ve b sifirdan farkli tam sayilar olmak tizere (a, b) = [a, b]
olmasi i¢in gerek ve yeter sart a = +b olmasidir.
2) k > 0 olmak iizere [ka, ka] = k[a, b] olur.

3) p,a ve b tam sayilarinin ortak bir ¢arpaniysa [a, b]|p olur.
Ispat:

1) (a,b) = [a, b] = d olsun. En biiyiik ortak bélen ve en kiiciik
ortak kat 6zelliginden d = a - b yazilabilir. d|a oldugundan en az bir x
tam sayisi icin d - x = a elde edilebilir. d? = dxb sonucu elde edilir.
Bu esitlik diizenlendiginde d = bx elde edilir, bu da bizi b|d sonucuna
gotiiriir. Ayrica d|b oldugundan d = +b sonucuna ulasilir. Benzer
sekilde d = +a sonucuna da ulasilir. Boylece a = +b elde edilir. Yeter
sart olarak d = +a olsun. Bu durum bizi a|b ve bla durumuna
gotirir. Boylece (a, b) = [a, b] olacag: goriiliir.

2) (ka, kb)[ka, kb] = k?ab esitligi en biiyiik ortak bélen ve en
kii¢lik ortak kat 6zelliginden yazilabilir.

k(a,b)[ka, kb] = k?ab

(a,b)[ka, kb] = kab
(a,b)[ka, kb] = k(a, b)[a, b]
[ka, kb] = k[a, b] elde edilir.

3) [a, b] = m olsun. Bolme algoritmasina gore n = mq +r,0 <
r < m yazilabilir. Eger r = 0 olursa m|n olacaktir. Eger 0 <r <m
olursa r =n —mgq elde edilir. m ve n tam sayilar1 a ve b tam

sayllarinin ¢arpimi oldugundan r =ax —ayq =a(x—yq) ver =
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bu — bvq = b(u — vq) yazilabilir. Bu durum bize r tam sayisinin a ve
b tam sayilarinin ¢arpimi oldugunu gosterir. Bu sonug [a,b] =m
olmasiyla gelisir. r < m olmasi miimkiin degildir. Bu durum iddiamiz1
kanitlamaktadir.

Soru: Sifirdan farkli a ve b tam sayilari icin asagidaki durumlarin

sirasiyla gerceklendigini gosteriniz.

1. (a,b) =lal,
2. alb,
3. [a,b] =|b].

Lineer Diophantine Esitlikleri

Adini antik yunan matematikgilerinden Diophantus’dan (MS
214-298) alan, degiskenleri ve katsayilar1 tam sayilar olan
denklemlerdir. a ve b ikisi de ayni anda sifir olmayan tam sayilar, c, x
ve y tam sayilar olmak lizere, ax + by = c seklindeki denklemlere

Diophantine denklemleri denir.

Teorem: ax + by = ¢ Diophantine denkleminin ¢éziimiintin
olmasi icin gerek ve yeter sart (a, b) = d olmak iizere d|c olmasidir.
Ayrica x, ve y, bu denklemin herhangi bir ¢6ziimi, t € Z olmak iizere

denklemin biitiin ¢dziimleri

seklindedir.

Ispat: Teoremin ikinci kismi i¢in x’ ve y’ verilen denklemin
herhangi bir ¢6ziimii olsun. axy, + by, = ¢ = ax’ + by’ olsun. Bu
esitlikten a(x’ —x,) = b(yy —y') elde edilir. a =dr ve b=ds
esitligini saglayan r ve s aralarinda asal sayilar1 vardir. Onceki esitlik
yeniden diizenlendiginde r(x' —x) = s(y, —y’) elde edilir. Bu
durumdar|s(y, — ¥") olur. (r, s)=1 oldugundan r|(y, — y') olacaktir.
Bu durumda bazi t gibi tam sayilar icin (y, —y') =rt esitligine
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ulasilir. Benzer sekilde (x'—x,) =st elde edilir. Elde edilen

degerlerden
x'=xg+st=xo+(2)tvey =y, —rt =y, — (5)¢

sonuglarina ulagilr.

' +by' =alxo+ (G)e] + [y~ (5)

= axo + by, + [(%b) B (%b)] t

=c+0-t
= c elde edilir.

Ornek: 172x + 20y = 1000 lineer Diophantine denkleminin

¢6zliim kiimesini bulalim.

Coziim: Oklid algoritmasi uygulayarak 172 ve 20 sayilarinin en biiyiik

ortak bolenini bulalim.

172 =8-20+12

20=1-12+38
12=1-8+4
8=2-4+0

(172,20) =4 olur. 4|1000 oldugundan bu lineer Diophantine
denkleminin ¢6ziimi vardir. Yukaridaki esitlikleri sondan baslayarak,

art arda uygulayarak kalanlar1 ortadan kaldirdigimizda,

4=12-8
=12 — (20— 12)
=2-12-20

=2-(172 —8-20) — 20

=2-172+ (-17)- 20
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4-250=500-172 + (—4250)- 20
xo =500 ve y, = (—4250) degerlerini elde ederiz. Diophantine

denkleminin biitiin ¢éziimleri de t gibi tam sayilar icin

20
x=500+(7>t=500+5t

172
y = —4250 — (T) t = —4250 — 43¢

seklinde olacaktir.

Not: (a, b) = 1, x, ve y,, ax + by = c lineer Diophantine denkleminin

0zel ¢oziimiiyse biitiin ¢oziimler ¢t gibi tam sayilar i¢in
x=Xxy+btvey=y,—at
seklinde olacaktir.

Soru: 6x + 51y =21 lineer Diophantine denkleminin genel

¢6zliimlinil bulunuz.

Soru: Bir kisi 51.000 lira tutarinda egitim ¢eki satin almak
istemektedir. 2000 ve 5000 lira degerindeki ¢eklerin her birinden kac

tane satin alinmasi gerekmektedir.
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UYGULAMALAR

1) (a— 1) sayisinin (a™ — 1) sayisinin bir béleni oldugunu gosteriniz.
2) c|eve d|e olmak tizere eger (c,d) = 1ise cd|e oldugunu gosteriniz.

"+l — (a — 1)n — a sayisinin (a — 1)2

3) a bir tam say1 olmak lizere, a
sayisiyla boliinebildigini gosteriniz.

4) d|acved|bcise d|c oldugunu gosteriniz.

5) Herhangi tek tam sayinin karesinin 8k + 1 formatinda oldugunu
gosteriniz.

6) a,b,c tam sayllar olmak tuzere, (a,bc) = 1 olmasi i¢gin gerek ve
yeter sartin(a, b) = (a,c) = 1 olmasi gerektigini gosteriniz.

7) a|(b + c) olmasi durumunda a|b veya a|c olup-olamayacagini
gosteriniz.

8) Ardisik ili¢ tam sayidan birinin 3 sayisiyla boliinebildigini
gosteriniz.

9) d|n olmasi durumunda (2¢ — 1)|(2™ — 1) olacagim gbsteriniz.

10) a tek tam say1 olmak iizere, 24|a(a? — 1)olacagini gosteriniz.

11) (a, b) = 1 olmasi durumunda (a + b, ab) = 1 olacagini gosteriniz.

12) a, b tam sayilan aralarinda asal olmak iizere, (a + b,a? + b?) = 1
veya (a + b, a? + b?) = 2 olacagini gosteriniz.

13)n = 1, a, b pozitif tam say1 olmak lizere a™|b™ olursa a|b olacagin
gosteriniz.

14)a ve b pozitif tam say1 olmak Uzere (a,b)|[a,b] oldugunu
gosteriniz.

15) a|bc olmasi durumunda a|(a, b)(a, c) olacagini gosteriniz.

16)n € N olmak tizere 2n(2n + 1)(2n + 2) sayisini bolen en biiytlik
dogal sayiy1 bulunuz.

17)21x — 14y = 49 lineer Diophantine denklemini saglayan bir deger

bulunuz.
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18) a|b olmasi durumunda (—a)|b, a|(—b) ve (—a)|(—b) olacagin
gosteriniz.
19) a ve b sifirdan farkli tam sayilar olmak iizere,
i. (a,b) =[a,b] olmas: icin gerek ve yeter sart a = +b
olmalidur.
ii. m,ave b tam sayilarinin bir ortak katiysa [ka, kb]|m.
20) Ardisik 4 tam sayinin ¢arpiminin 1 fazlasinin bir tam kare sayiya

esit olacagini gosteriniz.
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3.BOLUM

ASAL SAYILAR

Pozitif tam sayilarin yukari boliimlerde yer alan 6zelliklerine,
birbiriyle ¢arpilarak veya birbirlerine boliinerek elde edilmesi 6zelligi
de eklenebilir. 2 ve 3 sayilarinin ¢arpimindan 6, 1 ve 7 sayilarinin
carpimindan 7 sayisinin elde edilebilirligi 6rnek verilebilir. 11
sayisinin 1 ve 11 sayilarina, 10 sayisinin 1, 2, 5 ve 10 sayilarina tam
boéliinebilirligi 6rnek verilebilir. Ayrica 1 tam sayisindan biiyiik a gibi
tam sayillarin +1 ve Fa tam sayilarina tam boliinebildigini de
yukaridaki bilgilerimizden biliyoruz. Burada karsimiza, herhangi a
gibi bir tam sayinin +1 ve Fa tam say1 bolenlerinden baska tam say1

bolenlerinin olmadig1 durumu 6n plana ¢ikmaktadir.

Asal sayj, yalnizca 1 ve kendisi olmak iizere iki ¢carpana sahip
olan bir tam sayidir. Baska bir deyisle, bir asal say1 yalnizca 1 ve
kendisi tarafindan tam béliinebilir. Bilinen en biiylik asal sayi
2136279841 _ 1 gsayisidir; bu say1r ondalik tabanda yazildiginda
41.024.320 basamaga sahiptir. Bu sayl, Great Internet Mersenne
Prime Search (Biiyiik Internet Mersenne Asal Say1 Aramasi) projesi
kapsaminda “Luke Duran”t tarafindan kesfedilmistir (31.12.2025).
Oklid, en biiyiik asal saymnin var olamayacagina dair bir ispat

kaydetmistir ve bircok matematikei hala biiyiik asal sayilar aramaya

devam etmektedir.

Baz1 arastirmacilar, sifreli mesajlar1 karistirmak ve ¢ézmek
icin asal sayilar1 kullanmistir. Bu erken sifreleme bigimi, internet
giivenliginin yolunu agmis ve asal sayilari elektronik ticaretin kalbine
yerlestirmistir. Bu tiir sifrelemenin giivenligi, iki biiyiik asal sayinin
carpimi olan biiyiik bilesik sayilarin c¢arpanlarina ayrilmasinin

zorluguna dayanmaktadir.
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Tanim: 1 sayisindan biiyiik, 1 ve kendine tam boéliinen pozitif

tam sayilara asal say1 veya asal denir.

Tanim: 1 sayisindan biiyiik, asal say1 olmayan tam sayilara da

bilesik say1 denir.

2,3,5,7,11,13,17 ve 19 ilk sekiz asal sayiya, 4, 6, 8,9, 10, 12,
14 ve 15 ilk sekiz bilesik sayiya 6rnektir.

Asal sayilar tUzerine pek ¢ok calismalar yapilmaktadir.
Matematigin i¢ diinyasinin disinda diger disiplinlerde de asal sayilari
bulmak miimkiindiir. Glivenlik, biyoloji, zooloji, ekonomi gibi

alanlarin asal sayilar1 kullandig1 goriilmektedir.
Teorem: p asal say1ve p|ab ise p|a veya p|b olur.

Ispat: p t a olsun. p asal say1 oldugundan (p,a) = 1 olacaktir. Bu
durumda px + ay = 1 yazilabilir. Esitligin her iki yan1 b tam sayisiyla
carpildiginda bpx + bay = b olacaktir. p|bp ve p|ab oldugundan p|b

elde edilecektir.

Teorem: p asal say1 ve p|b;b,..b, ise en az bir i=

(1,2,3, ...,n) icin p|b; olur.

Ispat: p|b,b, ...b, ise ya p|b, ya da p|b,..b, olacaktir. Benzer
diisinceyle ya p|b, ya da p|bs...b, olacaktir. Bu diislince sonlu
adimda p|byb; ... b, ise en az bir i =(1,2,3,...,n) icin p|b; olura

gotiirecektir.

Teorem: p, py, Py, ..., Pn asal say1 ve p|p;p; ...p, ise en az bir
i=1(1,2,3,..,n)icin p = p; olur.
Ispat: p|pip, ...p, olursa bazi i degerleri icin p|p; olacaktir. Her i
degeri icin p ve p; asal say1 oldugundan ya p=p; yada p=1
olmalidir. p asal say1 oldugundan p = 1 olamayacaktir.

Teorem: 1 sayisindan biiytik, herhangi pozitif bir tam say1 ya

asal sayidir ya da bilesik sayidir.
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Ispat: Herhangi pozitif n tam sayisi asal sayiysa istenendir. Asal say1
degilse n tam sayisinin 1 ile n arasinda kalan bir boéleni vardir. Bu
bolen sayilarin en kii¢iigli m ise m tam sayis1 da asal sayidir. Gergekten
m asal say1 olmasaydi en az bir [ sayis1 i¢in 1 < [ < m, [|m olacaktu
Buradan /|m, m|n durumlarindan [|n olurdu ki bu da m tam sayisinin
tanimiyla celisirdi. Bu durum bizi m tam sayisinin asal say1 olma
durumuna gotirmektedir. O halde n ya asal sayidir ya da n tam
sayisindan kii¢iik p; asal sayisiyla boéliinebilir. Bu durumda n = p;n,,
1 <ny; <n olacaktir. Burada n; asal sayidir ki o zaman ispat
bitecektir ya da n, sayisindan kii¢iikk bir p, gibi bir asal sayiyla
boliinecektir. Bu durumda n =pin, =pipon,, 1<n,<n; <n
olacaktir. Bu diisiincenin tekrar etmesiyle pozitif tam sayilardan
olusan n,nq,n,,...,ng_q, ...dizisine ulasilacaktir. Bu dizi icinde iki
durum diisiiniilebilir. ilk durumda uygun bir k degeri i¢in nj_; = 1
vardir. Bu durum bizi dizinin sonlu olmasina gotiirecektir. ikinci
durumda k degeri ne olursa olsun n; > 1 olur ki dizi sonsuzdur. Bu
durum hicbir zaman miimkiin olamayacaktir. Dizinin olusturulus
durumuna gore 1y = Pr41Mk+1 OlUpP Pryq > 1 sayisindan ny, > ng,q
sayisi elde edilir. O halde, ny,n,, ..., ny_1, ... dizisi azalan bir dizidir. Iyi
siralama prensibine gore n,, sayisi gibi bir en kii¢liik elemana sahip
olmalidir. Bu nedenle dizi sonlu olamaz. Dizimiz sonlu olsaydi n,,
sayisindan sonra yukaridaki uygulanan islemle bir n,,,; sayisi elde
edilirdi ki dizide n,, sayisindan kiiclik bir pozitif tam say1 bulunmus
olurdu. Bu durumda n,, sayisinin tanimina aykir1 bir durum olurdu.
n > 1 olmak tlizere herhangi bir n tam sayisi, sonlu adimdan sonra

n, = 1 olacaktir. Yani

n=ping
ny =pxn;
Ny = p3ng
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Ng—1 = PrNk

n, = 1, esitliklerinden n = p; - p, - p3 * ... - pi elde edilir. Burada p;

asal sayilarmin birbirinden farkli olmasi gerekmez. Son haliyle

a,a,,as, ..., a; >0 ve p; <p, <p3z <+ <p, olmak lzere n=
a; az ~as

2 2 O ...p,‘jk seklinde yazilabilir ve n tam sayisinin bu sekilde

yazilmasina, n tam sayisinin standart bi¢gimi denir.
Teorem: (a, b;) = 1 oldugunda (a, b1 b, ... b,) = 1 olur.

Ispat: (a, b1 b ...b,) = d > 1 olsun. Bu durumda éyle bir p asal sayisi
icin p|d olacaktir. Diger taraftan d|a, d|b,b; ... b,, ve p|d oldugundan
pla ve p|bib, ... b, olur. Bazi i degerleri icin p|b; olacag: asikardir.
Sonugta pla ve p|d icin p|b; elde edilir ki bu durum hipotezimizle

celismektedir. d = 1 olmak zorundadir bu da istenilendir.
Teorem: a|c,b|c ve (a,b) = 1 oldugunda ab|c olur.

Ispat: a|c ve b|c olmasindan dolay1 ¢ = ar = bs olacak sekilde r ve s
tam sayilar1 vardir. b|ar yazilabilir ama (a,b) = 1 oldugundan b|r
olacagr gorilir. Bu durumda tekrar r = bt olacak sekilde t tam
sayisinin varligindan bahsedilebilir. Son durumda ¢ = ar = abt

sonucuna ulasilir. Bu da bizi ab|c sonucuna gotiirecektir.

Teorem: m,, m,, ..., m, ikiser ikiser aralarinda asal say1 olmak
tizerei = (1,2,3,...,n) icin m;|a ise m = m;m, ...m,, oldugunda m|a

olur.

Ispat: ispat1 indiiksiyon yéntemiyle yapalim. n = 1 icin m;|a ve m =
m, olacagindan m|a olur. n = k i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul
edelim. Yani, m = mym, ...m;, oldugunda m|a olacaktir. n=k +1

icin ifadenin dogrulugunu goéstermeliyiz.

(m,-,m]-) =1 oldugundan dolay1 m’' =m;m,..m; olmak iizere

(m',my4,) = 1 yazilabilir. Ayrica m’|a olacag1 da unutulmamaldir.

43



Ustelik my,|a oldugundan m’ - my.,|a elde edilecektir. Bu durum
bizi n = k + 1 i¢in ifadenin m|a olacagl sonucuna goétiirecektir ki bu

da istenilendir.

Aritmetigin Temel Teoremi

Asal sayilar baglig1 altinda gergeklestirdigimiz ¢alismalar bizi

sayllar konusunda ki gelisimimizin temel taslarindan birine
gotliirmektedir. 1 sayisindan biiyiik her tam say1 tek bir sekilde asal

sayilara boliinebilmektedir.

Teorem: n > 1 tam sayisinin standart yazim bicimi tektir.
Carpanlarinin yerleri degisikligi disinda n tam sayis1 asal sayilarin

carpimi olarak tek tiirlii yazilabilmektedir.

Ispat: p asal say1 olmak iizere p|abc ... 1 ise p|a veya p|b veya p|c veya
-+ p|1 olacaktir. Eger a, b, c, ..., 1 sayilar1 1 sayis1 haric¢ asal sayiysa p

sayisi bunlardan biri olmak zorundadir.

n= pflpgng3 ...p,'cl" = qflq§2q§3 qj.’j oldugunu varsayalim.

Her i degeri icin pi|qflq§2q§3 ...qj.’j olacagindan her p sayisi bir g
sayisi olacaktir. Benzer sekilde her g sayis1 bir p sayisi olacaktir. Bu
durumdak = jolur.Ayricap; <p, <p3 < <prveq; < qy <<
qi kiime elemanlari artan sirada olusturuldugunda her i degeri i¢in
p; = q; olacaktir. Esitligimizin her iki tarafini p?i sayisiyla bolelim.

a; > b; olmasi durumunda,

a,_a,_das a;—b; ax _ . by by b3 bi—1_biy1 by s
Py P D3 Dy D = D1 Py P30 e Ditq Pigq P elde edilir.

Esitligin sol tarafi p; sayisiyla boéllinmesine ragmen sag tarafi
béliinmemistir. Benzer sekilde a; < b; olmasi durumunda da bu tiir
bir ¢eliskiye varilacaktir. Bu durumda a; = b; elde edilir ki bu da ispat

icin istenendir.

Ornek: p # 5 tek asal say1 olmak tizere p? — 1 veya p? + 1

sayilarinin 10 sayisiyla tam béliinebildigini bulalim.
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Coziim: 5 asal sayisinin disindaki tek asal sayilar1 10g + 1, 10q + 3,
10g+7 ve 10g+9 formlann seklinde yazmak miimkiindiir.

Formlardan,

p? = (10q + 1) = 100g* + 20g + 1 ise (p?—1) =10(10g% + 2q) ve
10|(p* - 1)

p? = (10q + 3)? = 100g% + 60g + 9 ise (p?+ 1) =10(10g%+ 6q + 1)
ve 10](p2 + 1)

p? = (10q + 7)? = 100g% + 140q + 49 ise (p? + 1) = 10(10q? + 14q +
5)ve 10|(p? + 1)

p? = (10q + 9)% = 100g% + 180q + 8lise (p?—1) =10(10q*% + 18q +
8) ve 10|(p? — 1, esitlikleri elde edilir.

Ornek: m > 1 tam sayisinin kare sayisi olmasi icin gerek ve
yeter sartin m tam sayisinin asal ¢arpanlarinda ki tiim asal sayilarinin

iislerinin cift tam say1 olmasi gerektigini gosterelim.

Coziim: m tam sayisinin tam kare say1 oldugunu kabul edelim. Bazi n
gibi tam sayllar igin m =n? yazlabilir. n= pflpgzp;lz‘ ...plfli

2a4_2a,_ as 2a;

oldugunda n® =p; 'p; *ps° ..p; olacaktir ki m tam sayisinin
biitiin asal ¢arpanlar1 kuvvetinin iki oldugu goriiliir. m tam sayisinin
asal carpanlar1 kuvvetlerinin c¢ift say1 oldugunu kabul edelim. m =

pf1p§2p§3 ...pfi tam kare bir say1 oldugundan a; = 2b; olmak lizere

m=p12b1p§b2p§b3...pi2bi seklinde yazilabilir. Bu durumda m =

N2
(pYrprp2® ...p}") " olacakir.

Ornek: n > 2 olmak iizere n < p < n! esitsizligini saglayan bir
p asal sayisinin varligini gosterelim.
Coziim: n > 2 olmak lizere n < n!—1 < n! esitsizligini yazabiliriz.
Eger (n! — 1) asal sayiysa istenilendir. Eger (n! — 1) asal say1 degilse
p < (n! —1) olacaktir. p < n oldugunu farz edelim. Bu durumda p

sayist 1,2,3,...,n sayillarindan biri olacaktir. Dolayisiyla p|n! ve
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p|(n! — 1) olacaktir. (n!,n! — 1) = 1 oldugu da goz 6niine alinirsap >

n sonucuna ulasilacaktir.

Soru: p = 3n + 1 seklinde olan asal sayilarin 6m + 1 formatinda da

olacagini gosteriniz.

Ornek: Herhangi tek asal saymin 4k +1 veya 4k +3

formatinda olacagini gésterelim.

Coziim: Herhangi bir pozitif tam sayi, bdlme algoritmasina gore, r =

0,1, 2,3 olmak iizere p = 4q + r seklinde yazilabilir.

r = 0icinp = 4q = 2(2q) bir ¢ift tam say1 belirtir,

r = 1licinp = 4q + 1 = 2(2q) + 1 bir tek tam say1 belirtir,
r=2icinp = 4q + 2 = 2(2q + 1) bir ¢ift tam say1 belirtir,

r=3 i¢cin p=4q+3 =2(2q)+ 3 bir tek tam say1 belirtir. Bu
durumda herhangi bir tek asal sayinin 4k + 1 veya 4k + 3 formatinda

olacag goriiliir.

Eratosthenes Kalburu

Bir tam saymin asal/bilesik say1 olup olmadiginin
belirlenmesi, genel bir ¢6ziimiiniin bulunup bulunmadigini kolaylikla
soylemek miimkiin goérinmemektedir. Bir sayimnin asal sayiligi,
Aritmetigin Temel Teoremi yardimiyla bu saymnin, en kiigiik asal
sayidan baslayarak bilinen asal sayilara art arda boliinmesiyle
anlasilabilmektedir. Ancak bu metot daha btiytik asal sayilarin varlig

nedeniyle ¢cok biiyiik sayilar i¢cin uygulanmasi imkansiz hale gelmistir.

Teorem: n > 1 bilesik tam sayisinin v/n sayisindan biiyiik

olmayan bir asal carpani vardir.

Ispat: n bilesik sayisin1 1 < a < b < n olmak lizere n = a - b seklinde

yazalim. a < vn olmalidir. Bu durum s6z konusu degilse b = a > Vn

olmasini gerektirir ki bu sefer de a - b > n olmasi1 imkansizdir. a tam
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sayisin1 bélen, p < a < v/n olacak sekilde bir p asal sayis1 olmaldir.
Ayricap|ave a|nise p|n olur. Sonug olarak p asal sayis1, vn sayisindan

biiyiik olmayan, n bilesik sayisinin bir ¢arpani olacaktir.

Ornek: 509 sayisinin asal olup olmadigini bulalim.

Coziim: 509 sayisinin karekok degerinin 22 < /509 < 23 araliginda
bir degere karsilik gelecegi goriilebilir. 509 sayisinin, 22 sayisindan
biiylik olmayan asal sayilara boliinlip boéliinmedigini kontrol
etmeliyiz. Bahsi gecen asal sayilar: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ve 19 asal
sayllar1 olacaktir. 509 sayisinin bu asal sayilara boliintp
boliinmedigini kontrol ettigimizde, bu asal sayilardan hicbirine

béliinmedigi goriilecektir. Sonug olarak 509 sayis1 asal say1 olacaktir.

a>1 tam sayisindan biiyliik herhangi bir tamsayinin,
kendisinden kiigiik herhangi bir asal sayiya boliinememesi
durumunda a tam saymin asal sayr oldugu bilgisini 6nceki
calismalarimizdan biliyoruz. Calismalari, Say1 Teorisinde o6nemli
olmaya devam eden bir baska Yunan matematik¢i Eratosthenestir.
Eratosthenes, belirli bir n tam sayisinin altindaki tiim asal sayilari
bulmak i¢in “Eratosthenes Kalburu” adi verilen bir teknik
kullanmistir. Bu metot, 2 tam sayisindan itibaren verilen n tam
sayisina kadar biitiin tam sayilarin bir liste seklinde yazilmasina ve
sonra bu listeden bilesik sayilarin atilmasina dayanmaktadir. ilk
olarak en kiiciik asal say1 olan 2 sayisindan baslanir ve 2 sayisinin, n
tam sayisini gegcmeyen biitiin katlari: 4, 6, 8, 10, ... bu listeden ¢ikarilir.
Sonra 3, daha sonra 5 ve diger biitiin asal sayilar i¢in bu teknik
stirdiriliir. Her bilesik sayinin kendisinin karekokiinii gegmeyen bir
asal say1 béleni oldugundan, listedeki her bilesik saymnin vn sayisini
gecmeyen bir asal say1 béleni bulunacaktir. Boylece v/n sayisini

gecmeyen her asalin biitliin katlar ¢ikarilarak, tiim bilesik sayilar
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listeden c¢ikarilmis olacak ve geriye yalnizca n tam sayisini gecmeyen

asal sayilar kalmis olacaktir.

Asagidaki tablo n = 200 sayisi i¢in Eratosthenes Kalburunun

///%/%/%//////

//%/%/%/%/%%/%%
RN
R Y
RN R RN
SO RO R R RS
ARERGERANER NS
RO O R R R R
A E s R E RO E R

nasil uygulandigini géstermektedir.
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ii.

iil.

iv.

Uy
=)
N

ERN
AN
ENSN

\

Bu tablo incelendiginde,

14 < /200 < 15 oldugundan, listeden en son 13 asal sayinin katlari
cikarilarak 200 sayisina kadar asal sayilarin elde edildigi goriilecektir.
2 ve 5 sayilarinin disindaki biitiin asal sayilarin tablonun 1., 3. 7. ve 9.
siitunlarinda bulundugu ve bu siitunlardaki asal sayilarin degerinin
birbirlerine yakin olduklari goriilecektir.

10k + 1, 10k + 3, 10k + 7 ve 10k + 9 biciminde sonsuz ¢oklukta asal
sayinin varligindan bahsedilebilecektir.

Benzer sekilde 4k + 1 ve 4k + 3 seklinde sonsuz ¢coklukta asal sayinin

olacag goriilecektir.
Teorem: (Euclid Teoremi) Sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir.

Ispat: P = {2,3,5,7, ..., p} asal sayilar kiimesi ve p sayisi da en biiyiik
asal say1 olsun. Bu kiimenin elemanlar1 kullanilarak olusturulan q =
2-3:5-7-...-p+1 sayisimm ele alalm. g sayis1 2,3,5,7,..,p
saylilarindan biriyle boéliinemez. Béylece q ya asal sayidir ya da p ve q
sayilar1 arasindaki bir asal sayiyla boltliniir. Her iki durumda da p asal
sayisindan biiyiik bir asal say1 bulunabilecektir. Sonu¢ olarak asal

sayilar sonsuz ¢oklukta olacaktir.
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Teorem: (Dirichlet Teoremi) a ve b iki pozitif tam say1 ve
(a,b) =1 olmak tizere an + b seklinde sonsuz ¢oklukta asal say1

vardir.

Ispat: (a,b) =d > 1 oldugunda her n>1 sayis1 icin dlan+ b

olacagindan, an + b sayis1 hi¢cbir zaman asal olamayacaktir.

Teorem: a ve b iki pozitif tam say1 ve (a,b) = 1 olmak iizere
an + b seklinde sonsuz ¢okluktaki sayilar sadece asal sayilardan

olusmazlar.

Ispat: an + b = p, seklinde asal sayilardan olustugunu varsayalim.

n, =n + kp, k € N* olmak tzere,
a+nb=a+n+kp)b=(a+nb)+kpb=p+kbp=p(+kp)

seklinde yazilabilir. p|p(1 + kp) olacagindan p|a + n;.b olacaktir. Bu
durum varsayimimizla celismektedir. Sonugta an + b seklinde sonsuz

cokluktaki sayilar sadece asal sayilardan olusmayacaklardir.

Teorem: p, biitiin asal sayilar iizerinde degerler alabilen bir

" 1L
say1 olmak tizere },;2; S serisi raksaktir.

Ispat: 2,3,5,7,..,p ; kiimesini asallarin ilk j tanesi olduklari
varsayalim. x sayisin1 gegmeyen ve p; sayisindan biiyiik olan herhangi
bir p asaliyla boéliinemeyen n dogal sayilarinin kiimesi de N(x,j)
olsun. Eger boyle bir n sayisini, herhangi bir m asal sayisinin karesiyle
béliinemeyen bir say1 olmak lizere n = n?m biciminde ifade ederek m
sayisinl m = 2%13%25% p;.zj seklinde yazabiliriz. @ degerleri 0 veya
1 olmak zorundadir. « iisleri igin tam olarak 2/ se¢im s6z konusu olup,
m icin 2/ degerinden fazla farkl deger bulunamaz. Ayrican; < vVn <
Vx oldugundan n; degerinin birbirinden farkli vx degerinden fazla
degeri bulunamaz. O halde istenilen bicimde n sayilarini en fazla 2/+/x

sayida olusturabiliriz. N(x, j) < 2/+/x olacaktir.
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1 I o 11
2?21; serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. 2?11; <3

olacak bicimde, j. terimden sonraki kalan % sayisindan kiigiik olacak

sekilde bir j indisi olacaktir. j bu 6zel degeri icin i > j olan bir takim
p; asallariyla boliinebilen ve boylece N(x,j) de sayllamayan n < x
olan tam sayilarinin sayisini goéz oOniine alarak N(x,j) degerini
yeniden belirleyelim. Boyle bir i i¢in k, kp; < x olacak sekilde en
biiyiik tam say1 olmak tizere p;, 2p;, ..., kp; tam sayilari n < x olan n
sayisinin degerleridir. Bu halde, her i > j i¢in, n sayisinin béyle en

fazla pii degeri vardir. Buradan N(x,j) degerinde sayllamayan n < x
esitsizligini gercekleyen n sayisinin degerlerinin sayisinin en fazla

‘i’ijﬂi oldugu sonucuna varilacaktir. O halde x — N(x,j);
Dj+1,Dj+2, - degerlerinden biri veya daha fazlasiyla béliinebilen ve

o o 11, .
n < x olan n degerlerinin sayisidur. Z?‘;1;<E ifadesinden x —

MCHEPISRELS

~ veya §<N(x,j) bulunur. N(x,j) < 2/vx

ifadesi yardimiyla her pozitif x tam sayisi i¢in §< 2/y/x veya x <
22/*2 elde edilir. Fakat pozitif tam sayilar kiimesi sinirsiz oldugundan

bu sonu¢ agik olarak yanlis olacaktir. Bu durumda Zf‘;I% serisi

yakinsak olamayacaktir.
Teorem: n > 2 ve p asal say1 olmak {izere,
pp+dp+2dp+3d,..p+n—1d

sayilarinin hepsi asal sayiysa n dogal sayisindan kii¢iik her asal say1 d

sayisini bolebilir.

Ispat: n dogal sayisindan kiiciik q asal sayisinin d sayisin1 bélmedigini
kabul edelim. p,p +d,p +2d,p + 3d, ...,p + (¢ — 1)d sayilarinin q
sayisiyla boéliindiigiinde farkl kalanlar verdigini varsayalim. j ve k
tam sayilar1 0 < j < k < q — 1 olmak lizere p + jd ve p + kd sayilari

q sayisiyla boliimiinden ayni kalani verecektir. Bu durumda q|(k —
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j)d olacaktir. (q,d) = 1 esitligi, q|k — j olmasini gerektirecektir ki bu
durum k —j <q—1 esitsizligi icin sagma olacaktir. Sonugta bu
kalanlardan biri sifir olmalidir. Bu da 0 <t < g — 1 olacak sekilde
bazi t degerleri icin g|p + td olmasi anlamina gelecektir. p + td
sayisinin bilesik say1 oldugu gorilecektir. p <n olsaydi dizinin
terimlerinden biri p + pd = p(1 + d) olurdu. Elde edilen celiskiyle

q|p oldugu ispatlanmis olur.
Teorem: 4k + 3 biciminde sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir.

Ispat: Bu bicimde p;, p,, ..., p, gibi r tane sonlu sayida asal say1

bulundugunu varsayalim.

m=4-py-py . 'pr—1=4@ p2- . 'pr—1)+3
sayisini goz Ooniline alalim. m sayisi1 4k + 3 bi¢ciminde ve her i degeri
icin m > p;oldugundan m sayisinin bilesik say1 olacagi agiktir. 4k + 1
veya 4k + 3 biciminde asal c¢arpanlarinin bulunmasi gerektigi
sonucuna varilir. 4k + 1 bicimindeki sayilarin c¢arpimi yine bu
bicimde olacagindan m sayisinin en az bir tane 4k + 3 bigciminde asal
boleninin olacagi soylenebilir. Bu durumda bazi i degerleri icin p;|m
olacaktir. Fakat bu durumda da p;|1 elde edilir ki bu durum
varsayimimizla celisir. Son durumda bu geliski bizi 4k + 3 biciminde

sonsuz ¢oklukta asal say1 oldugunu gosterir.

Ornek: p, g, 5 dogal sayisindan biiyiik veya esit asal sayilar

olmak iizere, 24|p? — g2 olacagini gésterelim.

Coziim: 5 dogal sayisindan biiyiik veya esit olan asal sayilar tek say1

olmalidir. Bu tiir tek sayilar 4k + 1 seklinde diistiniilebilir.
1.adim: Eger iki asal say1 ayni kalanliysa,

(P—a)®+q) =4m(4n+2) =8t
2.adim: Eger iki asal say1 farkli kalanliysa,

P-q@)@+q =“lm+2)dn=28t
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Bu tiir tek sayilar 3k + 1 seklinde diistiniilebilir

3.adim: Eger iki asal say1 ayni kalanlysa,
P-D@+q9 =3mBntl) =3s

Eger iki asal say1 farkl kalanlysa,
P-—a)p+q)=Bmx1)3n=23s

1. ve 2. adimda 8|(p — q)(p + q), 3. ve 4. adimda 3|(p — q)(p + q)
olmaktadir. 3 ve 8 sayilari aralarinda asal olduklarindan dolayi,

24|(p — q)(p + q) olacaktir.

Euclid Sayilan

Bir asal sayidan kiigiik veya esit bitiin asal sayilarin
carpimiyla elde edilen sayilar, asal sayilarin sonsuz ¢oklukta
oldugunu géstermede kullamlmistir. Bu c¢arpim p* seklide

gosterilmek iizere; p* + 1 sayilari, Oklid Sayilari olarak isimlendirilir.
2" +1=24+1=3

3#+1=2-3+1=7

5#4+1=2-3-5+1=31

7%4+1=2-3-5-7+1=211
11¥+1=2-3-5-7-11+1=2311

sayilarinin hepsi asal sayidir. Ancak,

13# +1=759-509

17%+1=19-97-277

19% + 1 = 34727953

sayilar1 asal say1 degildir. Oklid sayilarindan hareketle asagidaki gibi

sonsuz ¢oklukta elemani olan say1 dizisini olusturalim.

711=2
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n2=7’l1+1
n3=7’l2'7’l1+1

n4=7’l3'7’l2'n1+1

N =MNg_1' .. ‘N3 Ny "Ny +1

Bu say1 dizisinin her elemani bir asal say1 tarafindan
béliinecektir. Ama bu sayilardan aynmi asala bdliinen iki say:
olmayacaktir. i < k olmak iizere, (n;,n;) = 1 olacaktir. Bu durumda,
pn asal sayilarin dogal siralanisini gostermek tizere, py, - ... *p3 " Py -
p; + 1 sayis1 en az bir asal sayiya boliinebilecektir. p,,, asal sayisi,

Dn " - " D3 D2 " p1 + 1sayisindan biiyiik olamayacaktir. Sonug olarak,

Pn<Pn-1 - "P3'P2'P1+Ln=2

elde edilebilir. Bu esitsizligin oldukca biiyiik bir deger aralifinda

oldugu goriilebilir. Calismanin devaminda Bonse,

Pi SPn-1" D3 P2 PN Z5
esitsizligini vermistir. n =5 igin p2 < 210 veya pg < 14 oldugu
goriiliir. Daha iyi bir deger araligiyla,

Pan <Pp" - "P3 P2~ 2,123

esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizliklerden sonra asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem: p,, n. asal say1 olmak iizere, p, < 22" esitsizligi
gecerlidir.

Ispat: Indiiksiyon metoduyla ispatimizi yapalim. n = 1 icin
2 < 2 dogru oldugu goriilir. n > 1 degeri icin esitsizligimizin gecerli

oldugunu gostermeliyiz.

54



Bu bicimde p;,p,, ...,p, gibi r tane sonlu sayida asal sayi

bulundugunu varsayalim.
Pnt1 <Pn" - P3Pz P1t+1
Pnri < 21.92. .22" 4 q = 214+2+2% 42771
14+ 2+2%+ -4 2"1 =2" — 1 esitliginden faydalanilarak,
Pne1 <2271 +1
elde edilir. Ayrica, 1 < 22"~ olacagindan,
Prag < 22771 4221 = 2. 22" 1 = 2"
sonucuna ulasilir ki bu durum da istenilendir.

Sonug: n > 1 olmasi durumunda 22" sayisindan kiiciik, en az

n + 1 tane asal say1 vardir.

Mersenne ve Fermat Sayilar

Bazi 6zel bicimdeki sayilarin asal olup-olmadigini belirlemek
icin farkli metotlar ortaya atilmistir. Bunlardan en ¢ok taninani
Mersenne ve Fermat Sayilar1 olmustur. 2 sayisinin pozitif biitiin
kuvvetlerinin ¢ift say1 oldugu, (2™ — 1) bicimindeki biitiin sayilarin da
tek say1 olacagi bilinmektedir. 2 sayisinin disindaki biitiin asal
sayilarin tek say1 oldugu ancak her tek sayinin asal say1 olamayacagi
da bir gercektir. Asal sayilarin genel teriminin ortaya konmasi adina
pek cok calismalarda bulunulmustur. Mersenne (MS 1588-1648)
bilinen asallardan hareketle, p asal sayr olmak iizere, (2P —1)
bigimindeki sayilarin da asal say1 olacagini ileri siirmiistiir. Benzer
sekilde, Fermat (MS 1607-1665) negatif olmayan her n tam sayisi i¢in
(Zzn +1 ) bigimindeki sayilarin da asal say1 olacagini ileri stirmiistiir.
Glinimiiz ¢alismalarinda her iki bilim insaninin ¢alismalarinda

hatalar oldugu ortaya konmustur.
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Mersenne, p asal say1 olmak iizere (2P — 1) sayisinin bazi
degerleri icin asal sayilar bulmustur. Bilinen en biiyiik Mersenne asali
(282589933 _ 1) sayisidir. Fermat, negatif olmayan her n tam sayisi icin
(ZZn + 1) bicimindeki sayilarin asal olacagini ileri siirmiistiir. Fermat
sayis1 p gibi bir asal sayiya esit oldugunda, p kenarh diizgiin bir
cokgenin pergelle ve cetvelle gizilebileceginin Gauss tarafindan ispat
edilmesiyle Fermat sayilarinin diizlem geometrisinde ki énemi de
artmistir. Buglini¢in Fy = 3,F;, = 5,F, = 17,F; = 257 ve F, = 65.537

olmak iizere bes tane Fermat asali bilinmektedir.

Matematik meraklisi her insanin, bitmek bilmeyen
heyecaniyla, asal sayilarla ilgili ¢alismalar hiz kesmeden yoluna

devam edecektir.
Teorem: Herhangi iki Fermat sayis1 aralarinda asaldir.

Ispat: k > 0 olmak iizere herhangi iki F, ve F,,, Fermat
sayilarini1 goz oniine alalim ve m|E,, m|F,,, oldugunu kabul edelim.
Froe=22" 41 ise Fpp—2=2""-1= (ZZn)Zk — 1 sayisinda
x = 22" yazilacak olursa f(x) = x2“ — 1 seklinde bir fonksiyon elde
edilir. f(—1) = 0 oldugundan f(x) fonksiyonunun (x + 1) gibi bir
¢arpaninin oldugu séylenebilecektir. x + 1 = 22" + 1 = F, sayis1 f ()
fonksiyonunun bir ¢arpani olacaktir. Bu durumda F,|F,,, olup m|F,,

m|(Fp.x —2) ve m|2 elde edilir. E, tek say1 oldugundan m = 2

olamayacaktir. Sonucta m = 1 olur ve (F,, F,,,) = 1 elde edilir.

Ornek: p, = 7 olmak tizere M,, = (2P — 1) Mersenne sayisinin

asal say1 olup-olmadigini Lucas-Lehmer testini uygulayarak bulalim.

Céziim: p = 7 iken M; = (27 — 1) = 127 sayisinin asallik durumu igin

asagidaki algoritmay1 olusturalim.
Sp = 4 olmak iizere,

S =85—2=4?2-2=14ves; = 14 = 14 (Mod127),
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S, =s?—2=142-2=194ves, = 194 = 67 (Mod127),

S3 =52 —2=67%—2 = 4487 ve s; = 4487 = 42 (Mod127),
Sy =55—2=422-2=1762ves, = 1762 = 111 (Mod127),
ss=s2—2=1112 — 2 = 12319 ve s5 = 12319 = 0 (Mod127),

p—2=7—2=05 ve sg=0(Mod2P —1=127) oldugu icin 127

sayisi asal sayidir.

Not: p > 2 asal say1 olmak iizere, M,, = (2P — 1) Mersenne sayisinin

asalligy,

1. SO = 4’,
2. S(k+1) = S]% —2=1 (MOd 2P — 1),

Sp—2 = 0 (Mod 2P — 1) oldugunda M,, sayis1 asal sayidur.

Soru: p = 11 oldugunda M;; = (211 — 1) = 2047 Mersenne sayisinin

asal say1 olup-olmadigini Lucas-Lehmer testi uygulayarak belirleyiniz.

Goldbach Sanis1

Bir dizinin genel teriminin verilmesi durumunda dizinin diger
terimlerinin bulunacagl ya da geometrik veya aritmetik bir dizinin
elemanlar1 arasindaki iligkiyle ilgili bilgiler verildiginde genel
teriminin bulunacagi bilinmektedir. Asal sayilar dizisi i¢cin de boyle
formiillerin var olup-olmadig1 diisiiniilebilir. Asal sayilarin
dagiliminda gortlen biiyiik diizensizlik nedeniyle, n. asal sayiy1 veren
bir formiil, bir asaldan sonra gelen bir diger asali veren bir rekiirans
denklem, verilen bir asaldan biiyiik bir asal sayiy1 veren bir kural,
herhangi bir tam sayidan kii¢iik olan asal sayilarin sayisini veren bir

bagint1 var midir? Sorular1 hep olumsuz kalmistir, bugiine kadar.
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11-13,17-19 ve 100 000 000 061-100 000 000 063 gibi ikiz
asal sayilar1 arasindaki farkin kiiciik oldugu gibi uzun araliklar da
olabilir. Ikiz asal sayilarin varhgiyla ilgili olarak bir¢ok 6l¢iit olmasina
ragmen, sayilarinin sonlu veya sonsuz olduguna dair bir kanit
sunulamamistir. Bugiine kadar bilinen en biiylk ikiz asallar
2996863034895 - 21290000 4 1 gayilaridir.  Ardistk  asal  sayilar
arasinda etkili bir sekilde hesaplanan en biiyiik bosluk, asal sayidan
sonra 1676 rakamdan olusan bosluga denk gelmektedir.
40
5. 60

g8 0
100 ©

140 o
16 o ©°
18 o o

220 o ©o

24 'O o o

260 o o
28 o o
30 o o o

340 o o ©°
36 O o o O
37 380 o
a0 o o o

460 o o ©°

50 o o o o

Cozilmemis baska bir asal say1 problemini, Goldbach (MS
1690-1764) Euler’e yazdig1 bir mektupta ortaya atmistir. Goldbach,
iki sayisindan biiyuk her cift dogal sayinin iki tek asal sayinin toplami
seklinde yazilabilecegini ileri siirmiistiir. Bu durumu ilk birkag say1

icin gerceklestirmek kolaydir:
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4=2+4+2 14=7+7=3+11

6=3+3 16=3+13=5+11
8=3+5 18=5+13=7+11
10=5+5 20=3+17=7+13
12=5+7 22=34+19=5+17=11+11

Goldbach hipotezinin, bilgisayarlar yardimiyla cok biiyiik
sayllara kadar dogrulandig1 gosterilmis olsa da, heniiz genel kabul
gormiis bir ispat1 yoktur. Coziillememis en eski matematik problemleri

arasindaki yerini korumaya devam etmektedir.

Ornek: n® + 1 formunda yazilabilecek tek asal saymin 2

oldugunu gosterelim.

Coziim: n tam sayisinin negatif olmasi1 durumunda n3 + 1 sayisinin
pozitif ve asal say1 olamayacagiagiktir.n® + 1 = (n+ )(n? —n+1)
seklinde carpanlarina ayrilabilir. n dogal sayisinin 1 sayisindan biiyiik
olmasi durumunda n3+ 1 sayisi iki saymin ¢arpimi seklinde
yazilabilir duruma geleceginden dolay1 n > 1 durumlarinin hig
birinde n® + 1 sayisi asal olamayacaktir. n>+1=n+1 durumu

kaliyor ki bu durumda n = 1 olacaktir. n® + 1 sayzsl, 2 olacaktr.

Soru: p >3 her ikiz asal saymnin toplaminin 12 sayisiyla tam

béliinebildigini gosteriniz.
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UYGULAMALAR

1) pvep? + 8asal sayilari igin p3 + 4 sayisinin asal say1 oldugunu gosteriniz.

2) n = 2 olmak iizere Y/n sayisinin irrasyonel say1 oldugunu gésteriniz.

3) n > 1 olmak tlizere n! + 1 sayisini, n dogal sayisindan biiyiik ve tek olan her p asal
sayisinin boldiigiinii gdsteriniz.

4) 2 dogal sayisindan biiylik her dogal say1 icin n < p < n! esitsizligini saglayan bir asal
sayinin varligini gosteriniz.

5) n > 3 olmak iizere n, n + 2 ve n + 4 sayilarinin hepsinin birden asal olamayacagini
gosteriniz.

6) p asal say1 olmak lizere p, p + 2 ve p + 6 sayilarinin hepsinin birden asal say1 olmasi
durumu tiglii-asallar olarak isimlendirilir. ilk ti¢lii-asal say1 grubunu bulunuz.

7) p asal say1 olmak iizere p - (p + 2) — 2 sonucunun da bir asal say1 oldugunu bulunuz.

8) pn, nthasal say1ven > 3 olmak lizere, p,, < p; + p, + - + p,_1 oldugunu gosteriniz.

9) pasalsayrvel <k <p—1olmak lizere (z) sayisinin p sayisiyla boliinebilecegini

gosteriniz.

10) a pozitif tam say1 ve p asal say1 olmak iizere (a,p?) = p oldugunda (a?,p?) = p?
olacagini gosteriniz.

11) n pozitif tam say1 ve p asal say1 olmak iizere p|(n? — n) olacagini gosteriniz.

12)p # 2 asal sayr olmak ilizere 1+2+3+--+p degerinin p asal sayisiyla
boéliinebilmesi i¢in gerekli durumlari belirleyiniz.

13) p ve 2P — 1 sayilan asal say1 oldugunda 2P~1(2? — 1) sayisinin miikemmel bir say1
olacagini gosteriniz.

14) p asal say1 ve p|a® olmak iizere p|a olacagin gosteriniz.
15) p sayisy, n bilesik sayisini bolen bir asal say1 olsun. p > +/n olmasi durumunda, n
bilesik sayisin1 bélen g < +/n olacak sekilde bir g asal sayisinin oldugunu bulunuz.
16)n > 1 sayisindan bilyiilk ve 6k + 3 formunda olmayan bir tam sayiysa n? + 2"
sayisinin bilesik say1 olacagini gosteriniz.

17) n = 2 dogal say1 olmak iizere, \/n sayisinin irrasyonel say1 olacagim gosteriniz.

18) p,,, n. asal say1 olmak iizere, n = 3 dogal sayilar1 i¢cin D213 < PnPn+1Pn+z
esitsizliginin gerceklenecegini gosteriniz.

19) 6n + 5 formunda sonsuz sayida asal sayinin oldugunu gosteriniz.
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20) p ve q ikiz asal olmak iizere, pq — 2 degerinin asal say1 oldugunu gosteriniz.

4. BOLUM

KONGRUANSLAR

Bazi olaylar veya durumlar belirli araliklarla tekrar eder. Bu sekilde tekrar
eden, devreden olaylara veya durumlara periyodik olaylar denmektedir. Hayatimizda
bu sekilde gerceklesen durumlari bolca gormek miimkiindiir. Yilin aylarinin 12 ayda,
haftanin giinlerinin 7 giinde, giiniin saatlerinin 24 saatte bir tekrar etmesi
karsilastigimiz rutinlerimizdendir. Saat 17.00 olduguna gore 62 saat sonra saatin kag
olacagy, glin persembeyse 97 giin sonrasinin hangi giin olacagi, dort giinde bir giin
nobet tutan doktorun bir yilda ka¢ nébet tutacagi gibi durumlar bu tiir olaylara érnek
gosterilebilir. Kongriians aritmetigi saat aritmetigi olarak da bilinmektedir.
Kongriians teorisinin, sayilar teorisinde yaygin kullanimi bulunmaktadir.

Boliinebilme bu alanlardan sadece bir tanesidir.

“Tanim: Sabit ve sifirdan farkli bir m tam sayisi a ve b gibi herhangi iki tam
sayinin farkini béliiyorsa a tam sayis1 b tam sayisina m modiiliine gore kongriienttir
denir, a = b (mod m) biciminde gosterilir. Eger m t a — b olmasi durumunda a tam
sayisinin b tam sayisina kongriient olmadig1 soylenir, a # b (mod m) bigiminde

gosterilir.

6|18 ifadesi 6|(22 —4) seklinde yazilabilir. Bu ifadeyi 22 = 4 (mod 6)
yazimina doniistiirebiliriz. 18 = 13 — (—5) = 78 — 60 gibi esitlikleri de olacagindan
13 = (—5) (mmod 6) veya 78 = 60 (mod 6) denklikleri de yazilabilir.

Not: a ve b tam sayilar olmak lizere, a = b (mod m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart [

tam sayisi icin a = b + [ - m olmasidir.

Teorem: a, b,c,d ve m > 0 tam sayilar olmak lizere a = b (mod m) ve ¢ =

d (mod m) oldugunda asagidaki durumlar gegerlidir:

i. aF¥c=bTFd(modm),
ii. a-c=b-d(modm),
iii. aF¥c=b¥Fc(modm),
iv. a-c=b-c(modm).
Ispat:
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il.

iil.

a=b(modm) olmasti m|la—b devaminda a—b=m-l olmasini
gerektirir. Benzer sekilde ¢ — d = m - k olacaktir. Bu iki esitlikten (a + ¢) —
(b ¥ d) =m- (k+ 1) esitligi elde edilir. m|(a + ¢) — (b + d) vem|(a — ¢) —
(b — d) esitliklerinden a + ¢ = b + d (mod m) elde edilir.

a = b (mod m) ve ¢ = d (mod m) oldugundan m|a —b ve m|c —d elde
edilecektir. (a —b) - c ve (c —d)b iki esitlik de m tam sayis1 tarafindan
boéliiniir. (a — b)c + (¢ — d)b = ac — bd esitligi de m tam sayis1 tarafindan
boliineceginden a - ¢ = b - d (mod m) elde edilir.

a = b (mod m) denkliginden m|a — b elde edilir. (a ¥+ ¢) —(b+c)=a—b
ifadesi de m tam sayisina boliinecektir. Bu esitlikten a + ¢ = b ¥ ¢ (mod m)
elde edilecektir.

a = b (mod m) denkliginden m|a—b elde edilir. (a —b)c = ac— bc
ifadesi de m tam sayisina boliinecektir. Bu esitlikten a - ¢ = b - ¢ (mod m)

elde edilecektir.

Gergel sayilarda a # 0 oldugunda a - x = a -y ise x = y olacagini bilmekteyiz. 20 =

8 (mod 6) dekliginde 5-4=2-4(mod6) ise 5 # 2 (mod6) denksizligi elde

edilecegi icin bu 6zellik kongriianslarda genel olarak gecerli degildir.

Teorem: a,b,c,d ve m >0 tam sayllar olmak lizere asagidaki durumlar

gecerlidir:

i.

il.

Ispat:

(¢,m) = d olmak iizere ac = bc (mod m) olmasi icin gerek ve yeter sarta =
b (mod E) olmasidir,
d

ac = bc (modm) ve (c,m)=1 olmasi durumunda a = b (modm)

olacaktir.

ac = bc (mod m) oldugunda en az bir t € Z icin c(a — b) = mt olacaktir.
Esitligin her iki tarafi d sayisina boliindiigiinde g(a —-b) = %t esitligi elde
edilecektir. (2%) =1 olmasi %|(a —b) olmasi gerektirecektir. Bu

durumdaa = b (mod %) elde edilecektir.
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ii. Yukaridaki esitlikte (c,m)=d =1 olmasi durumunda =b (mod %)

ifadesinden a = b (mod m) elde edilir.

15 = 5 (mod 10) oldugunda (5,10) =5 esitliginden 1—55 =

v »

(mod 1—50) veya 3 =
1 (mod 2) elde edilir. Benzer sekilde 42 = 7 (mod 5), (7,5) = 1 ve g = ; (mod 5)
veya 6 = 1 (mod 5) elde edilir.

Sonug: a,b, m > 0 tam sayilar ve a = b (mod m) olmak ilizere herhangi n > 0 tam
sayis1 i¢in a™ = b™ (mod m) esitligi gecerlidir.

Sonug: a herhangi bir tam sayi, n,ve n, iki pozitif tam say1 olmak iizere n,|a ve n,|a

olmasi durumunda (n,, n,)|a olacaktir.

Teorem: a, b ve t, ty, ... ,t, > 0 tam sayilar olmak lizere a =b (modt,),
a =b (modt,),a =b(modts),..,a=>b(modty)olursaa = b (mod (t,t,, ..., tx))

olacaktir.

Ispat: t;|(a — b), ty|(a — b), ... tx|(a — b) yazilabilir. Bu durum (t;, t,, ..., t;)|(a — b)
olmasin1 gerektirecektir. Kongriians tanimindan a = b (mod (tq,t,, ..., t;)) elde

edilecektir.

Teorem: m # 0 tam say1 olmak lizere tam sayilar kiimesi tizerinde tanimlanan
a = b (mod m) kongriians bagintisi bir denklik bagintisi olusturur.
Ispat:
Yansima Ozelligi: m|0 6zelligi kullanilarak m|a — a yazilabilir. Tanim geregi a =
a (mod m) elde edilecektir.
Simetri Ozelligi: Eger a = b (mod m) ise tanim geregi mla—b, a—b=m-t
yazilabilir. Buradan b — a = m - (—t) ve m|b — a sonucuna ulasilir. Tanim geregi b =
a (mod m) elde edilecektir.
Gegisme Ozelligi: Eger a = b (mod m) ve b = ¢ (mod m) ise tanim geregim|a — b,a —
b=m-tvem|b—c,b—c=m-lyaziabilira—c=(a—-b)+(b—c)=mt+ml =
(t + )m sonucuna ulagilir. Tanim geregi a = ¢ (mod m) elde edilecektir.

Ornek: ca = cb (modn) ve (c,n) =d olmasi durumunda a = b (mod g)
olacagini gosterelim.
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Coziim: Kongiirent hipotezimize gore, bazi1 k gibi tam sayilar i¢in ca —cb =
c(a — b) = knyazabiliriz. (c,n) = d olmasi durumunda r ve s gibi asal sayilar igin ¢ =
dr ve n = ds olacaktir. Bu degerleri ilk esitlikte yerine yazdigimizda r(a — b) = ks
esitligini elde ederiz. Bu durumda s|r(a — b) ve (r,s) = 1 olacaktir. Sonug olarak

s|la — b elde edilir. Kongiirent hipotezinden a = b (mod s) yazilir. a = b (mod g)

denkligi elde edilir.

Sonug: ca = cb (mod p), p asal say1 olmak lizere p t ¢ olmasi durumunda a =

b (mod p) olacaktir.

Teorem: i = 1,2,3,...,n olmak lizere a; = b; (mod m) oldugunda asagidaki

durumlar gegerlidir:

i.  x;tam sayi olmak lizere Y)[-; a;x; = Yy bix; (mod m),

il. JIk,a; =11, b; (mod m).
Ispat:

i. a; = b; (mod m) oldugunda kongriient hipotezinden en az bir g; € Z icin
a; —b; =mgq; olacaktir. a;x; —b;x; = mq;x; esitliginden Y, a;x; —
Yribixi=mYht qix; elde edilir. Bu durumdan Y, a;x; =
Yy bix; (mod m) elde edilir.

ii. Ispatimizindiiksiyon prensibiyle gerceklestirelim.n = 1 icin iddianin asikar
oldugu gériilir. n=k icin dogru oldugunu kabul ederek [[¥;a; =
[1¥., b; (mod m) oldugunu varsayahm. En az bir q; € Z i¢cin [[,a; —
1%, b; = mq olacaktr.

2t =TI by = T2 ap — b [T @
+hirr [Ty @i — TTE by
= (a1 = e ) [T @
+bk+1(H{'{:1 a; — T, bi)
= Mqps1 [1i21 @ + bymq
= m(Qk+1 My a + bk+1CI)

elde edilir. Bu durumdan [[¥!a; = [T b; (mod m) elde edilir ki indiiksiyon

prensibi geregi ifadenin dogru oldugunu gosterir.

Ornek: 1! + 2! + 3! + --- + 100! degerinin 18 ile béliimiinden kalanini bulalim.
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Coziim: 1-2-3-4-5-6 = 6! =0 (mod 18) olmasi durumunda,

(6 + n)! = 0 (mod 18) olacag agikardir.

U+21+314+ 414+ 5!+ .-+ 100! = (11 4+ 2! + 31 4+ 41 4+ 5!)(mod 18)
114+214+314+ 4!+ 5!+ -4 100! = 153 (mod 18)

114+ 214+ 31+ 4!+ 5! 4+ ---+ 100! = 9 (mod 18). Kalan 9 olacaktir.

Kongriians bagintisi yansima, simetri ve gecisme 6zelliklerini sagladigi i¢in bir
denklik bagintisi olusturur. Ayrica denklik bagintisi, kongriians bagintis1 olarak da
isimlendirilebilir. Denklik bagintisi, denklik siniflar1 formunda olacagindan bu durum
denklik smiflar1 olarak cebirde yer almaktadir. Ornegin, herhangi bir pozitif tam
sayinin 7 sayisiyla boliimiinden kalanlar 0, 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 sayilari olacaktir. Burada
kalan say1 olarak 2 sayisi segilirse 2, 9, 16, 23, 30, ... sayillarinin da 7 sayisiyla
boliimiinden kalanlar hep 2 sayisi olacaktir. 2, 9, 16, 23, 30, ... sayillarindan olusan
kiime, 7 modiliine gore kalan siiflar1 kiimesi olarak isimlendirilir ve [2] seklinde

gosterilir.
Ornek: 105> sayisinin 7 ile béliimiinden kalanini bulalim.
Cozim:
10 = 3 (mod 7),
102 = 2 (mod 7),
103 = 6 (mod 7),
10* = 4 (mod 7),
105 = 5 (mod 7),
106 = 1 (mod 7),
(10%)%5 - 105 = 10515 = 185 10° (mod 7),
10515 = 5 (mod 7) olarak bulunur. Kalan 5 olacaktir.

Kalan Siniflar

7, 22, -12, 73, -66, 110, 41 tam sayilar kiimesinden secilen bu sayilar, 7
modiliine gore, 7 = 0 (mod 7), 22 =1 (mod 7), =12 = 2 (mod 7), 73 = 3 (imod 7),
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—66 =4 (mod 7),110 = 5 (mod 7) ve 41 = 6 (mod 7) olacaktir. Buradan yukaridaki
saylilarin her birinin, tam olarak 7 modiiliine gore 0, 1, 2, 3, 4, 5, ve 6 sayilarindan
birine kongriient olacag: goriilecektir. 7, 22, -12, 73, -66, 110, 41 tam sayilarindan

olusan kiimeye 7 modiiliine gore kalan siniflar kiimesi denilecektir.

Tanim: a herhangi bir tam say1 ve m > 0 tam sayisi olmak lizere A =
{b:b = a (mod m)} kiimesi m modiliine gore kalan smiflar1 kiimesi olarak

isimlendirilir ve [a] seklinde gosterilir.

Tanim: Tam sayilar kiimesinin R = {ry, 1,13, ..., %;,} klimesini géz oniine
alahm.Vy € Zi¢iny = r; (mod m) olacak sekilde bir tek 7; € R varsa R kiimesine m
modiliine gore bir tam kalan siniflari sistemi olusturmaktadir denir. Tanimimiza goére
tam sayilardan olusan bir ciimle asagidaki sartlari gercekliyorsa bir tam kalan siniflar

sistemi olustur demekteyiz.

i.  Bukiimenin tam olarak m sayida elemani bulunmaldir.
ii. Bu kiimedeki herhangi iki eleman m modiiliine gore birbirlerine kongriient

olmamalidir. Yani i # j igin r; # r; (mod m) olmahdr.

Bu durumda m modiiliine gore Z,, kalan siniflar1 sistemini a seklinde, x =

a (mod m) degerini gergekleyen x tam sayilarinin bulundugu kalan sinifini belirtmek

lizere Zp, ={6,T,§,...,m—1} seklinde gosterecegiz. Ornegin m =5 icin kalan

Sonug: Z,, = {6, T, Z ., m— 1} kalan smiflar1 kiimesini ve ¢ herhangi bir say1 olmak

lizere {0 +c¢l14+c¢2+c¢,...m—1+ c} kiimesi de m modiiliine gore kalan siniflar

kiimesi olur.

Sonug: Z,, ={6,T,§,...,m—1} kalan siniflar1 kiimesini ve ¢, m tam sayisiyla

aralarinda asal herhangi bir say1 olmak tizere {c - 0,c- 1,¢*2,...,c- (m — 1)} kiimesi

de m modiiliine gore kalan siniflar1 kiimesi olur.

Yukarida verilen iki sonucun birlesimi, Z,,, = {a, a3, as, ..., @, } kalan simiflari

kiimesini ve ¢, m tam sayisiyla aralarinda asal herhangi bir sayr olmak iizere

c-ay+d,c-a,+d,c-a;+4d,..,c-a, +d kimesi de d tam say1 olmak iizere, m

moduliine gore kalan siniflar1 kiimesi olur, sonucuna ulastirir.
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Ornek: a? = b? (mod n) olmasiin a = b (mod n) olmasim gerektirmedigini

gosterelim.

Coziim: Ornegimizin saglanamayacagin aksine ispat metoduyla gésterelim. 52 =
42 (mod 3) tamim geregi, 3|25 — 16 = 9 olacaktir. Ama 5 = 4 (mod 3) tanim geregi
3|5 —4 = 1ve 3 { 1 olmasindan dolay1 5 # 4 (mod 3) olacaktir.

Ornek: 41 sayisinin 22° — 1 sayisi1 béldiigiinii gosterelim.
Cozim:
21 =2 (mod 41)
22 =4 (mod 41)
23 = 8 (mod 41)
2% =16 (mod41)
25 =32 = -9 (mod 41)
(25)* = (-9)* (mod 41)
220 =81-81 (mod 41)
81 = —1 (mod41)
220 = (=1) - (—=1) =1 (mod 41)
220 — 1 =0 (mod 41)

220 — 1 olacaktir.

son ifadeden tanim geregi, 41|
Ornek: a bir tek tam say1 olmak iizere a? = 1 (mod 8) olacagini gosterelim.

Coziim: k € Z olmak lizere tek tam sayilarin kiimesini a = 4k + 1 veya a = 4k + 3

formatinda gosterebiliriz.
(4k+1)2=16k?>+8k+1=8-(2k?+ k) + 1 =1 (mod 8)
(4k +3)2 =16k?> + 24k +9=8-(2k?*+3k+1) + 1 =1 (mod 8)

a bir tek tam say1 olmak iizere a? = 1 (mod 8) olacaktir.
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Teorem: (m',m'") = 1, r' degerinin m’ modiliine, " degerinin m'’ modtliine
gore tam kalan siniflari tizerinden biitiin degerleri almak tizere, r''m’' + r'm" degeri

m'm’’ modiiliine gére tam kalan siniflarindaki biitiin degerleri alir.

Ispat: 7"'m’ + r'm” degerlerinin sayisinin m'm’’ kadar oldugu agiktir. Bu degerlerden

herhangi ikisinin m'm’’ modiiliine gore kongriient olamayacagini géstermeliyiz.

1 —

ri'm' +rim" =r,/m' + p,m"” (mod m'm'") olsaydr m'(r{' =1, )+m"(r{ —1y) =
0 (mod m'm') olurdu. Halbuki m'm'’ ifadesiyle boéliinebilme m' ifadesiyle
béliinebilmeyi gerektirdiginden m'(ry" — r;’) + m" (r{ — r;) = 0 (mod m'm'") ifadesi
m'(r{' —r,)+m'"(r/ —1r,) =0 (modm’) ve m'"(r{ —r,) =0 (modm’) olmasini
gerektirirki (m’, m'") = 1 oldugundanr{ = r, (mod m')ver;’ = r,’ (mod m') olurdu.
Bu durum tam Kkalan simiflari tanima gére miimkiin degildir. Béylece m'm’" sayidaki

sayilarin hepsi m’m' modiiliine gore bir tam kalan siniflari sistemi olustururlar.

Teorem: P(x) = Y7, ¢, x* kat sayilar1 tam say1 olan bir polinom olmak iizere,
a = b (mod n) oldugunda P(a) = P(b) (mod n) esitligi gegerlidir.

Ispat: a = b (modn) ifadesinden a* = b* (mod n) ifadesine ulasilacaktir. Bu

k = ¢, b* (mod n) ifadesine ulasilacaktir. Denkligin her iki tarafinin

esitlikten de cia
toplami alimrsa Y7, ca® = YL, c b (mod n) elde edilecektir. Sonug olarak

P(a) = P(b) (mod n) degeri elde edilir.

Sonug: a sayist P(a) = 0 (mod n) ifadesinin bir ¢6ziimiiyse P(a) = P(b) (imod n)

oldugunda b sayisi da bir ¢6zlim olacaktir.
Ornek: 29 - 93 + 17 - 16* sayisinin 7 ile béliimiinden kalani bulalim.

Coziim: 16 =2 (mod 7) oldugundan 16* =2*=2(mod7) ve 17 =3 (mod?7)
oldugundan 17 -16* = 3 -2 = 6 (mod 7) olacag1 goriilecektir. Benzer sekilde 29 =
1 (mod 7) ve 93 = 2 (mod 7) olacagindan 29-93 = 2 - 1 = 2 (imod 7) olacaktir.

29:93 +17-16* =2+ 6 = 1 (mod 7) elde edilir ki kalan saymin 1 oldugu gorulir.

Bir tam sayimnin bagka bir tam sayiya boliinmesini saglayan tanimi asagida
verecegiz. Say1 sistemimizin temel alindig1 6zel bir durumu kapsayan notasyonu

asagida bulacaksiniz.
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Tanim: b > 1, N herhangi bir pozitif tam say1 ve a; degerleri0, 1,2, ...,(b — 1)

degerlerinden biri olmak lizere,
N = anb™ + ap_1b™ 1 + -+ ayb? + a;b* + ayb®

seklinde ifade edilebilir. Yeniden diizenleme yapildiginda N = (a,,,ap—q ---2201a0)p

seklinde olacaktir. Ornegin,
105=1-264+1-25+0-2*+1-23+0-22+0-214+1-2°
105 = (1101001), olmaktadir.

Asal Kalan Siniflan

Kongiirans teorisinde bir m modiiliiyle aralarinda asal olan sayilar 6nemli bir
yere sahiptir. Eger {ry, 13, ..., i, } klimesi (od m) degerine gore bir tam kalan siniflari
sistemi ve (k, m) = 1oluyorsa {kry, kr, ..., kr;, } kimesi de (mod m) degerine gore bir

tam kalan siniflar1 sistemi olustur.
Teorem: x = y (mod m) ise (x, m) = (y, m) esitligi gecerlidir.

Ispat: (x, m) = d ve (y, m) = e oldugunu kabul edelim. x = y (mod m) oldugu i¢in en
az bir q € Z, x — y = mq esitligini gercekleyecektir. d|x ve d|m oldugundan dolay1 d|y
olacak ve d|e sonucuna ulasilacaktir. Benzer sekilde e|d elde edilecek ve iki ifadeden

d = e sonucu elde edilecektir.

Iki tam kalan siniflar1 sisteminde m sayisiyla aralarinda asal olan ayni sayida
tam say1 bulundugu ve bu tam sayilarin ikiser ikiser m modiiliine gore birbirlerine
gore Kkonglrent olamayacag acgiktir., 6 modiline gore {1,2,3,4,5,6} ve
{7,8,—3,—2,17,18} tam kalan smiflarinda 1-5 ve 7-17 tam say ciftleri 6 sayisiyla
aralarinda asaldir. Ayrica 1 =7 (mod 6) ve 5 =17 (mod 6) olduguna da dikkat
edilmelidir. m modiiliiyle aralarinda asal kalan siniflari sisteminin, m modtliine gore
tam kalan siniflar1 sisteminden m ile aralarinda asal olmayan tam sayilarin atilmasiyla

elde edilebilecegi agiktir.

Lineer Kongriianslar

Cebirsel denklemlerin ¢6ziimiine benzer, bir kongriiansin ¢éziim problemini

ele alabiliriz. Bu boliimde
fx) =apx™+ a;x™ 1+ -+ a,x°,
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kat sayilari tam sayi olan bir polinom olmak iizere, kongriians denklemlerinin tam say1
coztimlerini bulmaya c¢alisacagiz. u € Z icin f(u) = 0 (mod m) oluyorsa u tam

sayisina f(x) = 0 (mod m) kongriiansinin bir ¢6ziimi denir.

Sayilar teorisi igerisinde lineer kongriianslar 6nemli bir yer tutmaktadir. ax =
b (mod n) bicimindeki bir denkleme lineer kongriians denir. Bu sekilde bir denklemin
¢oziimiinden kastedilen axy = b (mod n) olacak sekilde bir x, tam sayisinin var
olmasidir. Kongriians tanimi geregi ax, = b (mod n) olabilmesi icin gerek ve yeter
sart n|ax, — b yazilabilmesidir. Bagka bir ifadeyle, ax, — b = ny, olacak sekilde baz
Yo tam sayilarinin bulunacak olmasidir. axy = b (mod n) lineer bagintisini saglayacak
tlim tam sayilar1 bulma problemi ax — ny = b lineer Diophantine denkleminin tiim
coziimlerini elde etme problemine doéniisecektir. axy = b (mod n) bagintisinin n
modiiliinde es olan iki ¢dziimiinii, normal anlamda esit olmasalar bile “esit” olarak ele
almak uygun olacaktir. Ornegin, x = 3 ve x = —9 degerlerinin her ikisi de 3x =
9 (mod 12) denkligini saglamaktadir. 3 = —9 (mod 12) oldugundan farkli ¢éziimler

olarak kabul gérmezler.

Tanmm: a,b,m > 0 ve x degiskeni tam say1 olmak iizere, ax = b (mod m)

formundaki kongriianslara, bir degiskenli lineer kongriianslar denir.

Teorem: a # 0,b # 0,c tam sayilar ve (xg,Y,) ikilisi ax + by = ¢ lineer
denkleminin bir ¢6ziiml olmak tizere, m = |b| diistiniildiigiinde x,, ax = ¢ (mod m)

lineer kongriians denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Ispat: (x,y,) ikilisi ax + by = ¢ lineer denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
blax, — c olacaktir. m = |b| diistiniildliglinde, x, degeri ax = ¢ (mod m) denkleminin
bir ¢6ziimi olacaktir. Karsit tersi olarak x, degeri ax = ¢ (mod m) denkleminin bir
¢ozimii olsun. m = |b| degeri ax, — ¢ degerini bolecektir. Bu durumda, baz1 y,
degerleri icin ax, — ¢ = by, esitligi saglanacaktir. Sonugta (x,, y,) ikilisi ax + by = ¢

lineer denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir.

Ornek: 221x+ 35y =11 Diophantine denklemini lineer kongriians

kullanarak ¢6ziimiint bulalim.

Coziim: 221x + 35y = 11 Diophantine denklemi kullanilarak 221x = 11 (mod 35)

yazilabilir. Esitlik diizenlendiginde x = 1 (mod 35) elde edilir. Kongriians tanimindan
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bazi tam sayilar icin x = 35t + 1 esitligine ulasilacaktir. x, = 1, yg = 3—15 (11 —-221-
1) = —6 olacaktir. Boyleyece, x = 35t + 1 ve y = —221t — 6 genel ¢6zliim olacaktir.

Ornek: 5x =2 (mod 26) Diophantine denklemini lineer kongriians

kullanarak ¢6ziimiint bulalim.

Coziim: 5x = 2 (mod 26) kongriianst kullanilarak 5x + 26y = 2 Diophantine
denklemi yazilabilir. (5,26) = 1 ve lineerlik dzelliginden 1 = 5a + 26b esitligi elde
edilir. a = (—5) segilerek x, = (=10) ve bazi tam sayilar i¢cin x = —10+ 26t

olacaktir. x = —10 (mod 26) olarak ¢6ziim elde edilecektir.

Yukarida yer alan iki O6rnekten lineer Kkongriianslar ve Diophantine

esitliklerinin birbiriyle iliskili oldugunu s6ylemek miimkiindiir.

Teorem: (m, a) = 1, ax = b (mod m) lineer kongriansinin x = x, olan bir tek

¢6zimi vardir. Biitiin ¢ézlimler t € Z olmak iizere x = x, + tm seklinde olacaktir.

Ispat: x, herhangi bir ¢6ziim, ax — ax, = b — b = 0 (mod m), a(x — x,) = 0 (mod m)
olur. (m,a) = 1 oldugundan x — x, = 0 (inod m) elde edilir. Bu durumsa t € Z olmak

lizere, biitlin ¢dzlimlerin x = x4 + tm seklinde olacagini gésterecektir.

Teorem: a # 0,b # 0,m > 0 tam sayilar, ax = b (mod m) lineer kongriians

denkleminin bir ¢6ziimiiniin bulunmasi igin gerek ve yeter sart (m, a) |b olmalidur.

Ispat: (m,a) = d, ax = b (mod m) lineer Kongriiansinin x, gibi bir tek ¢éziimiiniin
oldugunu varsayalim. O zaman, ax, = b (mod m), t € Z olmak lizere, ax, = b + tm

olacaktir. d|a ve d|m oldugundan d|b elde edilir.

(m,a) =d|b ise b = db; ve (%%) = 1 olmalidir. Bu durumda a = da; ve m = dm,

ve a;x = b, (mod m;) olacaktir. (a;,m;) =1 oldugundan ax = b (Inod m) lineer

kongriians denkleminin bir ¢6ziimii vardir.

Sonug: (m, a) = d ve d|b oldugunda ax = b (mod m) lineer kongriians denkleminin

(m,a) = d tane ¢oziimi vardir. Bu ¢oztimler x,, denklemin tek ¢oziimiiyse, biitiin

cozliimler x = x + (%) t (mod m) seklinde olacaktir.

Ornek: 8x = 16 (mod 24) lineer kongriians denkleminin ¢oziimiinii bulalim.
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Cozim: (8,24) = 8 ve 8|16 ifadelerinden x, = 2 ¢6ziimii elde edilir. Biitiin ¢éziimler

t € Z olmak lizere x = x5 +tm =2+ (24) t = 2 4+ 3t seklinde olacaktir. Cozlimler

8
x = 2,58,11,14,17,20,23 (mod 24) seklinde olacaktir. Eger, lineer kongriians
denklemi 8x = 16 (mod 23) seklinde olsaydi, (8,23) = 1 oldugundan x, = 2 seklinde

tek ¢c6ziimii olacakti.

Kongriians Sistemleri

Kiiciik sayilar icin bir kongriiansin ¢6ziimii m modiiliine gore biitiin kalan
siniflar1 denenerek bulunabilir. Eger sayilar biiyiikse bir lineer kongriiansin
¢oziimlerinin bulunmasi olduk¢a zor olacaktir. a,b,c € Z olmak tlizere ax + by = ¢
denkleminin ¢6ziim kiimesini saglayan (x,y) tam say ciftlerini bulma probleminin
ax = ¢ (mod b) veya by = ¢ (mod a) kongriiansinin ¢6ziim kiimesini bulmaya denk

oldugu sdylenebilir.

Teorem:a,b € Z,m + 0 € Z,n # 0 € Zolmakiizere,x = a (mod m)ve x =

b (mod n) lineer kongriians sisteminin;

i. a = b (mod (mm,n)) oldugunda ¢6zlimii vardir,

ii. x = x, (mod [m,n]) olan bir tek ortak ¢6ziimi vardir.
Ispat:

i.  x =a (mod m) oldugunda, t € Z olmak ilizere x = a + tm ¢ozlimleri vardir.
x = b (modn) ise a + tm = b (mod n) ve mt = b — a (mod n) elde edilir.
Bu lineer kongriiansin bir ¢éziimiintin bulunmasi i¢in (m,n)|(b — a) yani
a = b (mod (m,n)) olmasini gerektirir ki bu da istenilendir.

ii. (m,n)=d olmak lizere a = b (mod d) sarti altinda x = a (mod m) ve
x = b (mod n) lineer kongriians sisteminin ¢6ziimiinii bulmak istiyoruz.
x = a (mod m) oldugunda, t € Z olmak iizere x = a + tm ¢oziimleri vardir.
x = b (modn) ise a + tm = b (mod n) ve mt = b — a (inod n) elde edilir.
Buradan g € Z olmak {lizere mt = b — a + nq olacaktir. %t = b?Ta +§q
ifadesinden %t = b?Ta (mod g) elde edilecektir. (%,g) = 1 oldugundan bu
kongriians sisteminin t; gibi tek ¢éziimii vardir. Dolayisiyla x = a + tm
ifadesinden x, = a + mt, olacaktir. x, degerinin kongriians sisteminin
ortak ¢6zlimi oldugunu goéstermeliyiz. ty, ¢6ziimii icin t = t,(mod g) veq €
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Z olmak tizere t =ty + q% olacaktir. Elde edilen bu degeri x = a +tm

esitliinde yerine yazarsak x =a+m (to +q g) =a+mty+q % ve x =
mn mn R TN

Xo+q— ve x =X (mod T) olacaktir. mn = (m,n)[m,n] esitliginden

X = xo (mod [m,n])elde edilir.

Sonug: Asagida verilen kongriians sisteminin ¢éziimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart i # jolan her i degeri icin (mi, mj)|(ai - aj) olmasidir.
x = a, (mod m,),

a, (mod m,),

X

X 1]
x = a, (mod m,).

Bir ¢6ziim bulundugunda bu ¢6ziim m = [my, m,, - m,.] modiiliine gore bir tekdir.

Ormek: x =5 (mod 11) ve x =3 (mod 23) sisteminin ortak ¢oziimiinii

bulalim.

Cozilim: Verilen kongriians sisteminin, (11,23)|5 — 3 = 2 oldugundan ¢6zimii vardir.
Sistemin ilk denkleminden, t € Z olmak tlizere x =5+ 11t elde edilir. Bu esitligi

sistemin ikinci denkleminde yerine yazarsak
54 11t = 3 (mod 23),
11t = 3 — 5 (mod 23),
2:-11t =2 (—2)(mod 23),
22t = —4 (mod 23),
—t = —4 (mod 23),
t = 4 (mod 23),

q €Z olmak lizere t =4+ 23q elde edilir. Bu degeri yerine yazdigimizda
x=5+11t=5+11(4+23q) =49+ (11-23)q sonucuna ulasiir.  Esitlik
diizenlendiginde, x =49 (inod 11-23) elde edilirr Bu sonug¢ sistemin ortak

¢Oziimudiir.

73



Teorem (Gin Kalan Teoremi): m,, m,, ..., m,. € Z" ikiser ikiser aralarinda asal

ve a4, ay, ..., 4, € Z olsun. Bu durumda,

x = a; (mod my),
x = a, (mod m,),
X =

)

x = a, (mod m,.).

sisteminin ortak ¢oziimleri vardir. Ayrica, bu ¢6ziim m, - m, - ---- m,. modiiliine gore
bir tekdir.
Ispatt m =my -my -+ m,, M; = m|m; olmak uzere, i # j icin m;|M; ve (mj,M]-) =1

olarak bulunur. Buna gére M;x; = 1 (mod m;) olacak sekilde bir tek x; sayis1 vardir.

Bu durumda i # j oldugundan M;x; = 0 (mod m;) olacaktir.

Simdi x, = ¥j=1 M; x;a; sayisin1 goz oniine alalim. Kabuliimiize gore her i
degeri icin M;x;a; = a; (mod m;), i # j ve M; = 0 (mod m;) oldugundan,

m m 9 P " o . .
Xy = Z;zlngaj = X0y (mod m;) bulunacaktir. Bu durum x, degerinin i degerinci
] L

kongriiansi sagladigini dolayisiyla sistemin bir ortak ¢6ziimii oldugunu gosterir. Bu
ortak ¢6ziimiin m modiiliine goére bir tek oldugunu gostermeliyiz. x, ve x; sistemin
herhangi iki ¢oziimiyse her i degeriicin x; = a; = xy (mod m;),, i # jicin (mi,mj) =
1 oldugundan m|(x; — x,) ve boylece x; = x, (Inod m) elde edilir. Bu bir ¢6ziimiin
olmasi durumunda m modiiliine gore bir tek oldugunu gosterir.

Ornek: x = 2 (mod 3), x =4 (mod 5) ve x =5 (mod 7) lineer kongriians
sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

Cozim: m=3-5-7=105, My=--=35 M,=--=21 ve My=-"=15
olacaktir. M,.x,, = 1 (mod m,.) durumlari sonug¢landirilmalhdir.

35x; =1 (mod 3),

21x, =1 (mod 5),

15x5 = 1 (mod 7),
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kongriians sistem ¢ozlimleri bulunmalhdir. x; = 2, x, = 1 ve x3 = 1 olarak bulunur.
Kongriians sisteminin bir ¢6ziimi xoy = a; M x; + a;,Myx, + azMzx3 =2-35-2+ 4 -

21-1+5-15-1=140+84+ 75 = 299 ve x;, = 299 = 89 (mod 105) olacaktir.

Teorem: m = my - my, - ---- m,, my,my, -+, m,. sayilari ikiser ikiser aralarinda

asal olsun. O zaman f(x) = 0 (mod m) kongriiansinin bir ¢6ziimii olmasi icin gerek
ve yeter sart f(x) =0 (mod m;) kongriianslarinin bir ¢éziimiiniin bulunmasidir.
N(m) ve N(m;) degerleri sirasiyla f(x) =0 (modm) ve f(x)=0 (modm;)
¢ozlimlerinin sayisini  belirtmek tizere N(m) = N(m;)N(m,)..N(m,) esitligi
saglanir.
Ispat: f(x,) = 0 (mod m) ve m;|m oldugundan f(x,) = 0 (mod m;) olacaktir. Buna
gore f(x) = 0 (mod m) ifadesinin her ¢6ziimii f(x) = 0 (mod m;) ifadesinin de bir
¢coztmii olacaktir. Karsit olarak x; f(x) = 0 (mod m;) sisteminin bir ¢6ziimii olsun,
Cin Kalan Teoremine gore x, = x; (mod m;) olacak sekilde bir x, tam sayis1 vardir. x,
degeri icin f(xy) = f(x;) = 0 (mod m;) olacaktir. Modiller ikiser ikiser aralarinda
asal olduklar1 i¢in f(xy) =0 (mod m) olacaktir. Ayrica, f(x)= 0 (modm;)
kongriianslarin her bir ¢6ziimi icin x, = x; (mod m;) kongriiansini gercekleyen bir
tek x, tam sayisini verdigini biliyoruz. Her bir x; degerinin N(m;) tane ¢6ziimiini
ortaya koyarken x, = x; (mod m;) ve f(x) = 0 (mod m;) kongriianslarim saglayan
X, tam sayilarinin sayisinin N(m;)N(m,) ... N(m,.) olacagi sonucuna ulasilacaktir.

Ornek: 2x = 3 (mod 5), 4x = 2 (mod 6) ve 3x = 2 (mod 7) lineer kongriians

sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

Cozim:

1l.adim:

2x = 3 (mod5), 6x =9 (mod 5), x = 4 (mod 5) olur.

4x =2 (mod 6), 2x =1 (mod 3), 4x =2 (mod 3), x =2 (mod 3), x =2 (mod 6)
olur. Ayrica (4,6) =2 oldugundan x +2=2+3 =5 (mod 6) diger bir ¢ozimii

olacaktir.
3x =2 (mod7),15x = 10 (mod 7), x = 3 (mod 7) olur.

2.adim:
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m=>5-6-7=210, Ml=?=42, M2=T=35 ve M;=— =30 olacaktir.
M,x, = 1 (mod m,) durumlari sonuglandirilmahdir.

42x; =1 (mod 5),

35x, = 1 (mod 6),

30x; =1 (mod 7),
kongriians sistem ¢ozlimleri bulunmalidir. x; = 3, x, = 5 ve x3 = 4 olarak bulunur.
3.adim:

Kongriians sisteminin ¢éziimleri x, = a;M;x; + a;Myx, + azMzx; =4-42-3 + 2+
35-5+3-30-4=504+350+360=1214 ve x,=1214 =164 (mmod 210)
olacaktir. X, = a;Myjxq + a;Myx, +azMzx3 =4-42-3+5-35-5+3-30-4 =
504 + 875+ 360 = 1739 ve x; = 1739 = 59 (mod 210) olacaktir.

Kongriians sisteminin ¢oziimlerinin sayisi, N(210) = N(5)N(6)N(7) =1-2-1=2

olur.

Ornek: 3x + 4y = 5 (mod 8) lineer kongriians sisteminin ¢6ziim kiimelerini

bulalim.

Coziim: 3x = 5 — 4y (mod 8), (3,8) = 1ve 1|(5 — 4y) oldugundan dolay sistemin bir

tek ¢6zlimii vardir. 8 modiiliine gére y = 0,1, 2, 3,4, 5, 6, 7 degerlerini alacaktir.
1.¢6ziim: y = 0 i¢in 3x = 5 (mod 8), 9x = 15 (mmod 8), x = 7 (inod 8) olacaktir.
2.¢6zlim: y = 1 i¢in 3x = 5 — 4 (mod 8), 9x = 3 (mod 8), x = 3 (mmod 8) olacaktir.
3.¢6ziim: y = 2 icin 3x = 5 — 8 (mod 8), 9x = 15 (mod 8), x = 7 (inod 8) olacaktir.
4.¢6ziim: y = 3 i¢cin 3x = 5 — 12 (mod 8), 9x = 1 (imod 8), x = 3 (mod 8) olacaktir.
5.¢6zlim: y = 4 i¢cin 3x = 5 — 16 (mod 8), 9x = 15 (mod 8), x = 7 (mod 8) olacaktir.
6.¢0zlim: y = 5 icin 3x = 5 — 20 (mod 8), 9x = 3 (mod 8), x = 3 (mod 8) olacaktir.
7.¢6zim: y = 6 icin 3x = 5 — 24 (mod 8), 9x = 15 (mod 8), x = 7 (mod 8) olacaktir.
8.¢6zlim: y = 7 i¢in 3x = 5 — 28 (mod 8), 9x = 3 (mod 8), x = 3 (mmod 8) olacaktur.

3x + 4y = 5 (mod 8) lineer kongriians sistemi, y tam sayisinin herhangi bir

degerine karsilik x = 3 (mod 8) yadax = 7 (mod 8) olacaktur.
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Teorem: ax + by =r (modn) ve cx +dy =s (modn) lineer kongriians

sistemleri, (ad — bc,n) = 1 oldugunda modiil n degerine gore bir ¢éziime sahiptir.

Ispat: ax + by = r (mod n) kongriians: d, cx + dy = s (mod n) kongriians1 b tam
sayilariyla carpilip, ¢ikarma islemi yapildiginda (ad — bc)x = (dr — bs) (imod n)
kongriiansi elde edilir. t sayisi, (ad — bc) sayisinin n modiliine gore tersi ve
(ad — bc,n) = 1 olmak lizere, x = t(dr — bs) (mod n) kongriiansina ulasilir. Benzer

yontemlerle y = t(as — cr) (mod n) kongriiansina ulasilir.

Ornek: 7x + 3y = 10 (mod 16) ve 2x + 5y = 9 (mod 16) lineer kongriians

sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim.
Cozim: (7-5—2-3,16) =(29,16) =1 oldugundan kongriians sisteminin bir
¢oziimii vardir. Ik kongriians: 5, ikinci konfriians1 3 tam sayisiyla ¢arpip, ¢ikarma
islemi yapildiginda,
29x=5-10—-3-9 = 23 (mod 16), 13x = 7 (mod 16), 65x = 35 (mod 16),
x = 3 (mod 16) elde edilir. Ik kongriians 2, ikinci konfriians1 7 tam sayisiyla ¢arpip,
¢ikarma islemi yapildiginda,
29y =7-9—2-10 = 43 (mod 16), 13y = 11 (mod 16), 65y = 55 (mod 16),
y = 7 (mod 16) elde edilir. Kongriians sisteminin ¢6zlim kiimesi x = 3 (mod 16) ve
y = 7 (mod 16) olur.
Oneri: S, elemanlar1 tam say1 olan bir kare matris ve m € Z* olsun. (detS,m) = 1, S
matrisi m modiiliine gore § matrisinin tersi ve detS degeri m modiiliine gore detS
degerinin tersi olmak iizere S = detsS - adjs$ esitligi gecerlidir.

Ornek: x + 2y +3z=1(mod 7),x + 3y + 5z =1 (mod 7) ve x + 4y + 6z =

1 (mod 7) lineer kongriians sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

1
1]
1

olmak tlizere SX =T (mod 7) yazilabilir. detS = —1 ve detS = 6 olur. Gerekli

Cozim:

1 2 3 X
$=[1 3 5],X=[y],f]"=
1 4 6 z

islemler yapilarak,
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bulunur.

5 -2 0 1 -12 0 6
S=detS-adjS=6|-1 3 -=-2|=|-6 18 -—-12|.
1 -2 1 6 -—-12 6

SX =T (mod 7), X = 8T (mod 7) olacagindan,

-12 0 6 11 -6 1
X = [—6 18 —12] [1] = [ 0 l = [0] (mod 7).
6 -—-12 6 111 0 0

Lineer kongriians sisteminin ¢éziim kiimesi, x = 1 (mod 7), y = 0 (mod 7) ve z =

0 (mod 7) olarak bulunur.
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UYGULAMALAR
1) 15+ 25+43%+:-4+99° 4+ 100° degerinin 4 sayisiyla boliimiinden

kalanini bulunuz.
2) n <p < 2nve p asal say1 olmak lizere (2;) = 0 (mod p) oldugunu

gosteriniz.

3) a=b(modn,), a=b(modn,) ve [ny,n,]=n oldugunda
a = b (mod n) oldugunu gosteriniz.

4) a=b(modn), b=c(modn) ise a=c(modn) oldugunu
gosteriniz.

5) a = b (modn) oldugunda herhangi bir pozitif k tam sayisi icin
a® = b¥ (mod n) olacagini gsteriniz.

6) 2 veya 3 sayisiyla boliinemeyen herhangi bir a tam sayisi icin
a? = 1 (mod 24) oldugunu gosteriniz.

7) a tek tam sayl, n > 1 olmak iizere, a?" = 1 (mod 2™*2) oldugunu
gosteriniz.

8) 5303 + 10352 sayisinin 39 sayisiyla béliimiinden kalanini bulunuz.

9) a*=b¥(modn) ve k=j(modn) olmasi durumunda
a’ = b/ (mod n) olamayacagini gosteriniz.

10) 93°% sayisinin 7 sayisina boliimiinden kalanini bulunuz.

11) k pozitif bir tam say1 olmak iizere, (4% —11%) sayisinin 5 ile
boliindiglni gosteriniz.

12) a herhangi bir tek tam say1 ve n > 1 olmak iizere a?" = 1 (mod 2"*2)
olacagini gosteriniz.

13) p > 3 asal sayisii¢in (102 — 107 + 1) sayisinin 13 ile béliinebildigini
gosteriniz.

14) x = 5 (mod 6), x = 4 (mod 11) ve x = 3 (mod 17) lineer kongrians
sisteminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

15) Bir sayinin 2, 3, 4, 5, 6 ile boliimiinden kalan 1, 7 ile boliimiinden kalan

0’dir. Bu durumu saglayan en kiiciik dogal sayiy1 bulunuz.
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16) 17x = 9 (mod 276) lineer kongriians sisteminin ¢6ziim kiimesini Cin
Kalan Teoreminden faydalanarak bulunuz.

17) 4x + 51y = 9 (mod 35) kongriians sisteminin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.

18) 3x + 4y =5 (mod 13), 2x + 5y = 7 (mod 13) kongriians sisteminin

¢6zlim klimesini bulunuz.
19) (g _41) matrisinin, 5 moduli kullanilarak, toplama ve carpma

islemlerine gore terslerini bulunuz.
200x+y=1(mod7), x+z=1(mod7) ve y+z=1(mod?7),

sisteminin ¢6ziim kiimesini matrisleri kullanarak bulunuz.
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